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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


LA  SPIRAU  ÊQUIANGLE, 

SES    PRINCIPALES    PROiRIËTÉS    PR#UV£ES   GÉOMftl'RI(^'KMENT    (*). 
Traduit  de  The  Oxford^  Cam^idgc  and  Dublin  Messenger  oj Mathematia, 

Parmi  les  propositions  suivantes,  celles  qui  donnent 
des  constructioos  géométriques  pour  les  centres  de  gra- 
vité d'un  arc  et  d'une  aire  de  spirale  offrait  seules  des 
résultuts  qui  seront  probablement  nouveaux  pour  lejec- 
leur.  On  a  ajouté  les  autres  propositions  en  pensant  qu'il 
secait  agréable  d'avoir  les  démonstrations  géométriques 
des  principales  propriétés  de  cette  belle  courbe  réunies 
en  un  seul  article,  et  T auteur  espère  qu'on  trouvera  pro- 
fitable et  intéressant  le  nouvel  aspect  sous  lequel  il  a 
présenté  ici  la. courbe. 

Définttiok.  —  To^te  courbe  partant  d'un  point  fixe ^ 
appelé  pôle,  et  telle^  que  l'arc  intercepté,entre  ce  point 
et  tout  autre  point  de  la  courbe  soit  toujours  semblable 
à  lui-même,  est  appelée  spiiPale  équiangle  (**). 
. . 1 » 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  figures  en  se  guidant  sur  celle  du  texte. 

(**)  Des  différaotes  définitions  ^  figures  semblables,  la  plus  conve- 
nable à  adopter  est  la  suivante  :  Deux  courbes  sont  dites  semblables  lors- 
que par  deux  points  semblablement  placés  de  chacune  d'elfes,  on  peut 
mener  deux  cordes  tellcH,  que  leurs  longueurs  et  celles  de  deui  autres 
cordes  également  inclinées  sur  elles  soient  proportionnelles. 


(6) 

Nous  avons  préféré  cette  définition  à  la  définition 
usuelle^  parce  que  les  démonstrations  que  nous  allons 
présenter  sont  fondées  sur  la  propriété  |de  similitude 
continuelle  plutôt  que  sur  celle  d*où  la  courbe  a  tiré  son 
nom.  Nous  penipns  d'ailleurs  que  la  propriété  par  nous 
adoptée  est  plus  naturelle  que  celle  qui  sert  à  définir  la 
courbe,  et,  si  Ton  peut  parler  ainsi,  plus  complétememt 
intrinsèque^  puisqu'elle  ambrasse  seulement  la  forme  de 
la  courbe,  en  dehors  des  accessoires,  tels  que  la  tangente 
et  le  rayon  vecteur. 

Nous  allons  déduire  de  notre  définition  la  propriété 
qui  la  définit  ordinairement  f  t  d^ou  lui  est  venu  son 
nom. 

Proposition  L  —  La  tangente  en  un  point  d'une  spi- 
nale équiangte  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vec- 
teur du  poipt  de  contact.  * 

Gftr,  soient  OP,  OQ  deux  rayons  polaires  quelconques 
dans  la  spirale  ORP;  OP',  OQ'  deux  autres  rayons  fai- 
sant des  angles  égaux  POP',  QOQ'  avec  les  deux  p»e- 
miers. 

Alors,  puiaque  OKJP^  OKQ  sont  des  figures  sem- 
blables, et  que  OP',  OQ'  font  des  angles  égaux  avec  les 
lignes  correspondantes  OP,  OQ,  OPP',  OQQ'  seront 
'  des  triangles  semblables,  et  les  angles  OPP',  OQQ'  sont 
égaux  ^  donc,  à  la  limite,  lorsque  P',  Q' seront* venus 
coïncider  avec  P,  Q,  les  tangentes  en  P  et  en  Q  feront 
des  angles  égaux  avec  les  rayon^  vecteurs,  et  ces  points 
sont  deux  points  quelconques  de  la  courbe.  Dont,  etc. 

c.  Q.  t".  D. 

{)ÉFiNiTioji.  —  L'angle  constant  que  fait  la  tangente 
avec  le  rayon  vecteur  est  appelé  Y  angle  de  la  spirale. 
Dans  la  suite,  nous  le  (fiésignerons  toujours  par  a. 


(7) 
Pkopositioui  II.  —  Si  sur  un  rayon  vecteur  quelconque 
OP,   on  construit  uh    triangle  OPQ  semblable  à   un 
triangle  donné,  le  lieu  du  sommet  Q  sera  une  spirale 
semblable  à  la  spirale  originaire.         * 

En  efl'et,  soient  OP,  QP'deux  rayons  polaires  quel- 
conques^ OQP>  OQ'P'  les  triangles  construits  sur  ces 
rayons.  Alots,  puisque  ceux-ci  sont  semblables,  nous 
avons 

OP:OP'=:Ot:0Q'. 

D'ailleurs^  puisque  les  angles  POQ,  P'OQ'  sont  égaux, 
ajoutons  (ou  rcitranchons)  Tangle  QOP',  les  angles  POP', 
QOQ'  seront  égaux,  et  il  est  démontré  qne 

OP:OP'=:OQ:OQ'; 

donc  PP',  QQ^  sont  des  courbes  semblables,  OP,  OQ 
étant  des  lignes  correspondantes. 

Donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Proposition  Uf .  —  Si  du  pôle  O  on  mène  une  lign^ 
OQ  à  angle  droit  sur  le  rayon  vecteur  OP,  de  façon  à 
r^contrer  la  normale  à  P  e/t  Q,  le  lieu  du  point  Q  est 
lu  développée  de  la  spirale,  et  est  une  spif^aie  semblable^ 
et  Q  est  le  centre  de  courbure  au  point  IK 

En  effet,  Tangle  OPQ  est  le  complément  de  Tangle 
de  la  spirale,  donc  Tangle  OQP  est  égal  à  Tangle  de  la 
spirale,  donc  le  triangle  OQP  est  toujours  semblable  à 
lui-même,  où  que  le  point  P  soit  pris. 

Donc  (Proposition  II)  le  lieu  de  Q  est  une  spirale  sem* 
blable,  et  puisque  OQP  est  égal  à  l'angle  de  la  spirale, 
QP  est  la  tangeitle  en  Q  au  lieu  de  Q,  donc  le  lieu 
de  Q  est  Tenveloppê  de  la  normale  PQ,  ou  l)îen  est  la  dé- 
veloppée de  la  courbe,  et  Q  est  le  centre  de  courbure 
en  P.  •  c,  Q.  F.  D. 


(8) 
Corollaire  I.  —  Prolongeons  le  rayon  vecteur  PO 
jusquen  V,  en  prenant  OV  égal  à  OP,  alors.'P\  est  la 
corde  de  courbure  par  O. 

En  effet,  puisque  Q  est  le  centre  du  cercle  de  cour- 
bure et  que  QO  rencontre  PV  i  angle  droit,  P  est  sur  le 
cercle  aussi  bi|^n  que  V,  donc  PV  est  la  corde. 

Corollaire  U.  —  Si  OY  est  la  perpendi<fulaire  sur  la 
tangente  en  P,  nous  avons 

OYzziOPsina, 
OP=:PQsina, 

ou,  en  employant  la  notation  usuelle  de  l'analyse, 
l?  =  rsiaay     r  =  psiDa. 

Proposition  IV  :  Problème.  —  Trouver  la  longueur 
de  Varc  compris  entre  le  pôle  et  un  point  fixe  quel- 
conque. 

Soient  OP,  OP'  deux  rayons  polaires  très-voisins  l'un 
de  Fautre;  alors,  puisque  OKP,  OKP'  sont  des  courbes 
semblables  (Définition), 

arcOKP  :  arcOKP'=  OP:  OP'; 
donc 

arcOKP  :  arcPP'  =  OP  :  (OP.'  —  OP). 

Menons  PN  perpendiculaire  surOP';  alors,  à  la  limite, 
quand  PP'  diminue  indéfiniment,  OP'— 0P  =  P'N5 
donc,  à  la  limite, 

arcOKP  :PP'=OP;P'N, 
ou 

arcOKP  :  OP  =  PP':  P'N  =  séca  :  i; 
donc 

arc  OKP  =  OP  séca, 

ou  bien  la  longueur  de  Varc  compris  entre  le  pôle  et  un 
point  fixe  quelconque  est  égale  au  produit  de  la  Ion  - 


(9) 
gueur  du  rajron  extrême  par  la  sécante  rie  t angle  de  la 
spirale. 

Proposition  V  :  Problème.  —  Trouver  le  centre  /le 
gravité  d^un  arc  homogène  de  la  spirale  équiangle 
compris  entre  le  pôle  efun  point  fixe  qnelco.nqne. 


Soient  OKP  la  spirale,  OP,  ÔI^  deux  rayons  polaires 
voisins  l'un  de  raatjre.  Soit  un  certain  point  G  le  ceiltre 
de  gravité  de  OKP.  Joignons  OG,  GP,  et  sur  OP'  con- 
struisions le  triangle  OG'P'  semblable  à  OGP.  Alors, 
puisque  G,  G'  sont  des  points  correspondants  dans  les 
figures  semblables  OKP,  OKP^,  G'  est  le  centre  de  gravité 
de  OKP';  donc  QG'  prolongé  doit  passer  par  le  centre 
de  gravité  de  PP\. Pourvu  qu*à  la  limite  nous  fassions 
mouvoir  P'  jusqu'à  ooïncider  avec  P,  nous  pouvons 
prendre  P  comme  centre  de  gravité  de  PP',  et  à  la  limite, 
quand  P,  P'  coïncideront,  G,  G'  coïncideront,  et  GG'  de- 
viendra la  tangente  en  G  au  lieu  de  G-,  donc  la  tangeute 
en  G  au  lieu  de  G  passe  par  P.  Mais  le  lieu  de  G  est, 
d'après  la  proposition  EL,  une  spirale  .semblable ;  donc 
Taogle  OGP  est  le  supplément  de  Tangle  delà  spirale. 

De  plus,  puisque  G,  G'  $ont  les  centres  de  gravité  des 
arcs  OKP,  OKP^et  P  le  rentre  de  gravité  (à  la  limite) 
de  leur  différence,  nous  avons  à  la  limite  ,   * 

PGarcPP'=:GG'arcOKP. 


(  >"  ) 

Mais  par  les  figures  seiublables 

PP'rGG'— OP:OG, 

et  par  la  proposition  IV, 

arcOKP=:OP:^éca; 
donc  rt 

•  PG  =  OGséca. 

Menons  PN  perpendici^aire  sur  OG  ^  alors 
GN  =  PGcosa=:OG, 


donc 


Sur  OP  prenons 


OG  =1  -  ON. 


GR^ioP, 

2 


alors  le  cercle  décrit  sur  OR  comme  diamètre  passe  par  G  ; 
donc  G  est  le  point  d*intersecdon  du  cercle  décrit  iur  OR 
comme  diamètre  avec  le  segment  circulaire  capable  d'un 
angle  supplémentaire  deTanglede  la  spirale  décrit  surOP 
comme  corde.  •  * 

Ainsi  G  est  déterminé.  c.  q.  f.  f. 

Corollaire.  —  Si  O  est  le  pôle,  OP  le  rayon  vecteur 
extrême  d^une  série  de  spirales  équiangles  de  différents 
angles,  les  centres  de  gravité  de  leurs  arcs  sont  tous  sur 
le  cercle  passant  par  O,  et  ayant  son  centre  sur  OP  à  une  , 

distance  de  O  égale  à  -y  • 

Proposition  VI  :  Problbm£.  —  Tromper  Vaire  engen- 
drée par  le  rayon  vecieiu^  déarix^ant  la  spirale  depuis  le 
pôiejusqiià  un  certain  point  donné. 

Soient  OP,  OP'  deux  rayons  voisins  l'un  de  Taulre, 


(     M     ) 

alors,  puisque  OKP,  OKP'  sont  des  figures  semblables, 
leurs  aires  sont  en  raison  doublée  de  leurs  lignes  homo- 
logaes*,  donc 

.aireOKP  : aireOKP'=  Op'  : ÔF' , 
et  aussi 

aireOKP :  aireFOF  =  Op'  :  (oF '  —  Op'  ); 

donc 

.     ^^«      TT;'    aire  pop' 
aireOKP  =  0P  nzur^^izrT- 


OP'   —  OP 


Cela  est  toujours  vrai^  et  par  conséquent  vrai  à  la  limite 
quand  P'  se  mQut  jusqu'à  coïncider  avec  P.  Menons  PN 
perpendiculaire  sur  OP',  alors 

airePOP*  =  -  OP'.  PN  à  la  limite, 

2 

et 

ÔF*  —  ÔP'  ;=  aOP'.P'N  à  la  limite; 


donc 


i-OP'.PN 

2  1  :rr» 


aireOKP  =  OP.  Iim^^p^-p^  =  2  OP  tanga, 

on  bien  Vaire  engendrée  par  le  rayon  vecteur  depuis  le 
pôle  jusijifà  un  certain  point  est  égale  au  quait  du 
produit  du  carré  du  rayon  extrême  par  la  tangente  de 
V angle  de  la  spirale. 

Propositiou  VII  :  Problèms.  —  Trouver  le  centre  de 
gravité  de  Vaire  eh  gendre  e  par  le  rayon  vecteur  ex-* 
trême  entre  le  pôle  et  un  certain  point  de  la  spirate 
équiangle,  *»         •         ^ 

Soient  OP,  OP'  deux  rayons  accents*  Prenons  G 
pour  le  centre  de  gravité  de  Taire  OKP-,  alors  comme 


(  '») 

dans  la  proposition  V,  G'  semblablemenl  placé  dans  ORP' 
sera  le  centre  do  l'aire  OKP'. 

Sur  OP  prenons  OH  égal  à  t^OP,  alors,  à  la  limite, 

H  est  le  centre  de  gravité  de  Taire  évanouissante  OPP'^ 
donc,  comme  dans  la  proposition  V,  Tangle  OGH  est  le 
supplément  de  l'angle  de  la  sph*ale,  et 

GG'aire  OKP  ^  GB  aire  OPP'. 

Mainteliant 

aireOKP  =z  j  OP  tanga     (Prop.  VI), 

aireOPP'rr.  -  OP.PP'sina,  * 

et 

GG':PP':OG:OP 

par  les  triangles  semblables;  donc 

0Gséca=2GB; 

donc,  si  nous  menons  HN  perpendiwiaire  sur  OG,  nous 
aurons 


GN  i=GHcosar=:  -€G; 

2 


donc 


0G  =  |0N. 


Sur  ON  prenons 


OR  =  ^  OH  =  i  01», 

û  Q 


alors  le  cercle  décrit  sur  OR   comme  diamètre    passe 
par  G*  ,    • 

Donc  G  est  le  point  d'intersection  du  cercle  décrit  sur 
OR  comme  diamètre  avec  le  segment  de  cercle  capable  du 


(  x3  ) 
supplément  de  Tan^le  de  la  spirale  décrit  sur  OH  comme 
<'orde,  où 

OH  =  ^  OP,     OR  =  i  OP. 

Ainsi  G  est  déterminé.  c.  q.  f.  f. 

Proposition  VIII  :  Problème.  —  Tromper  le  moment 
fV inertie  rie  Varc  d'une  spirale  èquiimgle  par  rapport 
à  une  perpendiculaire  par  son  pôle  à  son  plan . 

Supposons  égale  à  Tuniié  la  masse  de  Tunité  de  lon- 
gueur, i    * 

Soient  OP,  OP'  deux  rayons  quelconques,  alors, 
puisque  OKP,  OKP'  sont  des  courbes  semblables,  nous 
avons 

moin.  d'inert.  de  OK.P        mom.  d'inert.  de  OKP' 


OP  OP' 

et  par  conséquent 

mom.  d'inert.  de  PP' 

^^^  '      7    ^ — ""HZ- ' 

ÔP'    —  OP 

et  cela  sera  vrai  à  la  limite,  quand  P'  coïncidera  enfin 
avec  P;  donc 

mom.d'inert.deOKP         Op'.PP'  i     , 

OP  *  30P  .P'N       ^ 

ou  bien 

mom.  d'inert.  de  OKP  =  -  OP  séca; 

donc  le  moment  d^inertie'  d\in  certain  arc  partant  du 
pôle  par  rapport  à  une  perpendiculairff  à  son  plan  par 
le  pôle  est  le  tiers  du  produit  du  cube  du  rayon  extrême 
par  la  sécante  de  V angle  de  la  spirale. 


(  '4) 

Propositiow  IX  :  Problème.  —  Trouver  le  moment 
d 'inertie  de  taire  d 'une  spirale  équiangle  par  rapport 
à  une  perpendiculaire  à  son  plan  par  le  pôle. 

Supposons  égale  à  Tunité  la  masse  de  l*unil»de  sur- 
face. 

-  Soient  OP,  OP'  deux  r^ons  quelconques;  alors, 
puisque  OKJ^,  OKP'  soia  des  courbes  semblables,  nous 
aurons 

niom.  d'inert.  de  OKP mom  d'inert.  de  OKP' 

ÔP*  -        ÔP^* 

et,  par  coflÂséqueat, 

màrtï.  d'inert.  de  POP' 

OP'*  —  ÔP* 

et  cela  est  vrai  aussi  à  la  limite-,  donc    c 

-Ôp'.âPOP' 
mom.  d  inert.  deOKP       2 


OP  op;  ~0P 

7OP  .PFsina     * 

4  ï 

40P  PP'cosa        ^^ 

Donc  le  moment  d'inertie  de  Faire  engendrée  par  le 
rajon  vecteur  décrivant  un^certain  arc  à  partir  du  pôle, 
par  rapport  au  pôle,  est  .jj  du  produit  de  la  quairième 
puissance  dit^rayon  extrême  par  la  tangente  de  V angle 
tie  la  spirale. 

Observation,  —  La  même-  méthode  peut  s'appliquer 
dans  un  grand  n|)mbre  d'autres  cas. 

Proposition  X.  —  Dans  une  spirale  équiangle,  les 
rajons  polaires  des  points  dont  les  angles  vecteurs  sont 


(  «5  ) 
en  progression  arithmétique  sont  eux-mêmes  en  pro- 
gression géométrique. 

Soient  OP,  OQ,  OR  trois  rayons  dont  les  angles  vec- 
teurs sont  es  progression  arithmétique,  alors  les  angles 
POQ,  QOR  soni.égaj^x.  Donc,  puisque  PQKO,  QRKO 
som  des  figures  semblables,  et  OP,  OQ  des  tfgnes  coruts- 
pondantes ,' QQ ,  OR  sont  atHsi  des  lîgi^s  correspon- 
dantes *,  donc 

OP:OQ  =  OQ:OR, 

et  OP,  OQ,  OR  sont  en  progression  géométrique  ;  mais 
ce  sont  troia  lignes  quelconques  ayant  ieurs  angles  vec- 
teurs en  progression  arithmétique;  donc,  etc. 

G.  Q.  F.  D. 

CoaoLLAiRE  I.  —  Si  trois  points  ont  leurs  angles  vec- 
teurs en  progression  arithmétique,  les  logarithmes  des 
rapports  de  leurs  rayons  polaires  au  premier  rayon  sont 
aussi  en  progression  arithmétique. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  prend  une  série  de  pr)ints 
dont  les  angles  vecteurs  soient  des  multiples  d'un  angle 
donné,  les  logarithmes  des  rapports  de  leurs  rayons  au 
premier  rayon  sont  les  mêmes  multiples  du  logarithme 
du  rapport  du  rayon  correspondant  à  Tangle  vecteur 
donné  au  premier  rayon. 

CorollaAe  BŒ.  —  St  Ton  prend  une  série  de  points 
doi^t  les  angles  vecteurs  soient  co/nmensurableSy  ces  jinglea 
varieront  comme  les  logarithmes  des  rapports  des  rayons 
vecteurs  correapondants  au  premier  rayon. 

Obsen^ation,  —  Par  la  réduction  à  V absurde^  ceci 
peut  aisément  s'étendre  au  cas  où  les  avgles  sont  incom- 
mensurables; donc  le  théorème  est  général  : 

Le  logarithme  du  rapport  du  rayon  vecteur  en  un 


(  .6) 
certain  point  de  la  spirale  éipûangle  au  premier  rayon 
varie  comme  t  angle  vecteur. 

Oo«  SI  OA  tsl  le  premier  rajon,  OP  an  aotre  rayon, 

,      OP  -^  ^ 

Déterminer  u.  —  Puisque  u  a  la  même  i  alear  où  que 
Ton  prenne  F,  Téqoation  ci-dessos  subsistera  qoand  P 
approchera  indéfiniment  de  A.  Mais,  dansée  cas, 

,      OP       ,      /        APcos2v  APcosz,,    ,.    . 

loff  -—  —  loc  I  I I  = a  la  boute, 

^  OA         ^  \  OA     /  OA  • 

et 

<^..^       PAsinjK  ,  ,    ,.    . 
POA  =  -— à  la  bmite; 

d'où 

APcosa APsina 

ÔÂ~  ""  •**      OA     ' 

u  '-"--  —  cota; 
d'cNi,  P  (*lant  nn  point  quelconque  de  la  courbe, 

OP  /-"^ 

log—  -r  -cota. POA, 

on  bien,  avec  la  notation  de  la  géométrie  analytique, 

log  —  =  —  Ocota. 
a 

Si  nous  mesurons  B  dans  la  direction  de  r  croissant^ 
ceci  devient 

loc  -  r:^  ô  COt  a, 
a 

ou 

r  — ««•«»«*  : 

c'est  Téquation  usuelle  de  la  spirale. 


{  «7) 
U  HflTHOM  D'APPROXHATION  DR  NEWTON; 

Par  m.  DARBOUX. 


Désignons  par  a  eib  (a  <^  i)  deux  nombres  qui  com- 
prennent une  seule  racine  simple  de  l'équation  proposée 

(I)  /(x)  =  o. 

Admettons  de  plus  que  l'équation 

(2)  rw  =  o 

n  ait  pas  de  racine  comprise  entre  a  et  by  de  telle  sorte 
quey*''(x)  garde  le  même  signe  quand  x  passe  de  a  à  &. 
Nous  ne  supposons  rien  sur  la  dérivée  première,  qui  peut 
changer  de  signe  dans  Tintervalle  de  a  à  i  ('^). 

Cela  posé,  soient  a  H-  A  ou  b  —  k  la  racine  exacte. 
Nous  aurons,  pour  déterminer  les  corrections  h  et  Ar,  les 
relations 

o  =/(«  H- A)  =/(£!) -^ /!/'(«) -h  ^/"(£H-ôA), 

o=/(A-ifr)=/(A)->t/'(A)-f-iV'(*-o'A), 

Beiff  désignant  des  nombres  positifs  moindres  que  l'u- 
nité. De  là  nous  déduisops  : 

(3.  k--^^ 

(*)  Nons  remarquerons  toutefois  quey(:t)  ne  peut  s^annuler  qu'une 
fois,  car  deux  racines  de/'(x)  comprennent  au  moins  une  racine  de/*(')' 
Am,  de  MathAn.,  ?!«  série,  t.  VIII.  (Janvier  i868.)  9. 


h' 

/'(«  +  «*) 

2 

2 

/"{b-B'i) 
/'(A) 

(  i8) 


en  posant 

{r>)         a  — 

A»  /"(«-f-9A) 

et 

(6)           p  = 

2         /'(b, 

On  voit  donc  que  si  Ton  néglige  les  quantités  o((  et  /3i , 
qui  sont  très* petites  en  général,  les  corrections  se  ré* 
duisent  A  à  a,  A  à  p.  On  peut  donc  dire  avec  Newton  que 
la  correction  positive  ou  négative  est  donnée  approxima- 
tivement par  la  formule 

/(a) 


a  désignant  une  racine  approchée,  soit  par  défaut,  soit 


(7)  *- 

2  désignau 
par  excès. 

Discussion, 

Proposons-nous  de  chercher  quelles  sont  les  conditions 
pour  que  la  correction  newtonnienne  soit  sûrement  ap* 
plicable,  et  quelle  est  celle  des  deux  limites  aetb  qu*il 
faut  substituer  dans  la  formule  générale 

Remarquons  que  des  trois  nombres      i 

le  premier  représente  la  valeur  approchée  de  x^  le  der- 
nier la  valeur  exacte  de  x^  donc  nous  serons  certains  que 
la  correction  a  est  applicable  et  que  a  -f-  «  est  plus  ap- 
prochée que  a  si  les  deux  différences 

(fl  -h  a)  —  a—-,  a, 

(rt  -h  a  -h  «i)  —  (û  -4-  a)  -  ■  a„ 
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sont  de  mêmes  signes;  ou  bien,  en  nous  reportant  aux 
valeurs  de  ces  différences,  si 

/{a)     et    r{a^n) 

sont  de  mêmes  signes  ;  ou  encore  si 

f[a)     et    r(a) 

sont  de  mêmes  signes,  puisque  f"(x)  ne  s'annule  pas 
enire  a  et  i. 

Nous  trouverons  de  même,   en  considérant  les   trois 
nombres 

*  —  P  — Pi>       ^  — P>       by 

que  la  correction  |3  e^i  sûrement  applicable  si 

f{b)     et    r(b) 

sont  de  mêmes  signes. 
Comme  d'ailleurs  les  fractions 

fin)  fib) 

et 


sont  de  signes  contraires,  une  seule  des  deux  corrections 
est  sûrement  applicable,  et  nous  pouvons  formuler  le 
théorème  suivant  qui  résume  notre  discussion  : 

TflÉORÈMB.  —  Si  entre  a  et  b,  qui  comprennent,  une 
seule  racine  simple,  la  dérivée  seconde  ne  change  pas  de 
signe,  on  peut  appliquer  avec  certitude  la  correction  de 
Newton  à  celle  des  deux  limites  pour  laquelle  f(x)  et 
J"  [x)  ont  le  même  signe. 

Remarques, 

I.  La  condition  que  f[x)  et  f^{x)  aient  le  même 
signe  est  sufjfisante  pour  que  Ton  puisse  appliquer  la 
méthode  de  Newton  avec  la  certitude  d'approcher  davan- 

2. 


(  ao) 
tage  de  la  racine,  mais  elle  n'est  pas  nécessaire.  Il  peut 
arriver  que  a -h  a  soil  supérieur  à  a  -h  «  H-  «i^  et  ce- 
pendant plus  près  de  a  H-  a  •+■  «1  que  ne  Tétait  a.  Il  arri- 
verait alors  qu'en  appliquant  la  correction  de  Newton  à 
la  limite  a,  on  dépasserait  la  racine,  mais  la  nouvelle 
valeur  a  -h  a  =  fc,  serait  plus  approchée  que  a,  elle  pour- 
rait même  être  plus  approchée  que  b.  C'est  l'incertitude 
qui  pèserait  sur  a  -j- a.  qui  nous  force  à  choisir  celle  des 
deux  limites  pour  laquelle  la  correction  a  un  sens  bien 
déterminé. 

II.  Soit  a  la  limite  pour  laquelle  la  correction  de  New- 
ton est  applicable  avec  certitude,  c^est-à-dire  pour  laquelle 
/(a),  f'^(à)  ont  le  même  signe  :  on  déduira  de  cette  va- 
leur a  une  autre,  a^  =  a  +  «r,  certainement  plus  appro- 
chée, et  inférieure  à  x.  La  limite  nouvelle  a^  pourra  ser- 
vir a  en  trouver  une  nouvelle,  as,  remplissant  les  mêmes 
conditions,  car /(«i)  elf"{a^)  auront  encore  le  même 
signe.  Donc  une  fois  que  l'une  des  limites  remplit  la 
condition  à  laquelle  nous  Tavons  assujettie,  toutes  celles 
qu'on  en  déduit  en  lui  appliquant  la  méthode  de  Newton 
la  remplissent  aussi. 

III.  Pour  cette  limite,  la  correction  ne  peut  jamais  être 
en  défaut,  car  ûf'(a)  était  nul,  on  aurait 

0-/(«)-H^V'(«  +  Ô/,), 

résultat  absurde,  puisque  les  deux  termes  ont  le  même 
signe. 

IV.  On  peut  démontrer  qu'à  Taide  des  approximations 
successives  que  donne  la  méthode  de  Newton,  on  s'ap- 
proche de  la  vraie  racine  autant  qu'on  le  veut.  Soient 
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les  valeurs  successives,  toutes  moindres  que  x,  si  l'on 
part  de  la  limite  inférieure,  on  a  généralement  la  relation 

Or  la  différence  a^^x  —  </„  diminue  indéfiniment,  puisque 
les  nombres /!„  augmentent  toujours^  sans  atteindre  x\ 
d'ailleurs  y  (a„)  ne  peut  pas  être  infini,  puisque  /*'(x) 
est  constamment  croissante  ou  décroissante  entre  les  li- 
mites a  eib\  donc  /(«»)  tend  vers  zéro;  donc  //„  a  pour 
limite  x. 

V.  La  limite  de  Terreur  commise  peut  s'évaluer  ap- 
proximativement par  la  formule 

dans  laquelle  a  représente  la  dernière  correction  et  a  la 
dernière  valeur  obtenue.  Le  nombre  donné  par  celle  for- 
mule est,  en  général,  compliqué;  on  le  remplacera  dans  la 
pratique  par  la  première  puissance  de  -—^  auquel  il  est  in- 
férieur. On  trouvera  ainsi  facilement  la  dernière  décimale 
à  laquelle  on  devra  borner  la  division,  d'où  l'on  tire  «, 
par  la  formule 

_       /(^) 

On  devra  aussi  prendre  ce  quotient  par  défaut,  afin  d'êlre 
bien  sûr  de  rester  en  deçà  de  la  racine;  ou  au  delà  si 
Ton  est  parti  de  la  limite  supérieure  h^ 

jépplication  (*). 
Soit  à  résoudre  l'équation 


(*)  Nous  avons  cru  qu'il  était  utile  aux  élèves  d'ajouter  à  cette  lumi- 
neuse exposition  de  la  méthode  de  Ne>vton  une  application  numérique 
complètement  développée.  J.  B. 


(  "  ) 

prenons  ies  dérivées  successives 


-r[a:)=^Zx. 


3. 


Formons  le  tableau  des  substitutions  des  nombres  consé- 
cutifs : 


X 

/ 

f 

0 

4 

-    1 

—  3 

f 

-     5 

—    10 

0 

3 

-  i4 

3 

3 

-  »7 

a 

6 

4 

-     8 

>7 

9 

5 

-^  «9 

38 

13 

0 

4 

-    7 

-  3 

—  I 

7 

2 

-  6 

-  a 

-     ^ 

«7 

-9 

Nous  voyons  que  l'équation  a  trois  racines  réelles, 
Xj  compris  entre       o     et       i , 
x^  compris  entre       4     ^^       ^9 
X,  compris  entre  — i     et  — 2. 

Calcul  de  Xi,  —  Cette  racine  est  comprise  entre  o  et  i  ; 
la  seconde  dérivée/'^  s'annulant  à  l'une  des  limites,  nous 
ne  connaissons  pas  son  signe,  cbercbons  une  approxima- 
tion plus  grande  pour  x.  Nous  allons  substituer  o,5  à  la 
place  de  X  et  savoir  si  cette  limite  est  en  deçà  ou  au  delà 
dex. 

Voici  un  procédé  commode  de  calcul  pour  trouver 
y(a-|-/i),  /'(a -H  A),...,  dont  on  a  besoin  dans  l'ap- 
plication de  la  méibode  de  Newton.  La  formule  de  Taylor 
donne 


/(«  +  /*):=/(-') -h  ¥'(«)■ 


?/» 


2.3 


/-(«)• 


(  a3) 
désignons  simplement  ^^tf^f^fj/'"  les  valeurs  poor  a 
de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  :  nous  formerons  le  ta-^ 
bleau  suivant  le  calcul  qui  s^ explique  lui-même  : 

/ 

r 


Appliquons  ce  procédé  au  calcul  de/(o,5),/''(o,5), 
/^(o,5),y*"'(o^5)f  nous  formerons  le  tableau  suivant  : 


-7 
-6 
-^6 


h/" 

/ 

f 
hf 

ô-^" 

f" 

fia^h-)  f{a^K) 

/•(«H-*) 

-3,5 

.... 

-3.0 

-■,5 

—0,75 

.... 

3,» 

.,5 

«,75 

Oy'iS 

4,000 

i6,5oo 

13, 00 

T,a5o 

77,00 

14,0 

0,125 

0,75 

3,0 

6 

19,875 

To,75 

T7,0 

6 

~  o,ia5 

-9.^5 

-3,0 

6 

/(o,5) 

/'(o,5) 

/'(0.5) 

/-'(o.S) 

Ce  calcul  montre  que  o,5  est  supérieur  à  la  racine,  et 
comme  la  fonction  f  et  la  seconde  dérivée  ont  le  même 
signe  à  cette  limite,  c'est  à  elle  qn  il  faut  appliquer  la 
correction  de  Newton .  Or 

(o,i3i5;*x5  ^o.oi56!x:3   ^ 

err- -— — --—  <; ^  <r  0,0001  > 

2  X  (9,25)»^    2x72:9 

donc  la  correction  a  se  poussera  jusquaux dix-millièmes 

0,125 


9,25 


—  0,01 35  par  défaut; 


par  suite 


^,  ^_.o, 5  —  0,01 35  1^  0,4865  par  excès* 


(  ^4  )  j 

Pour  cominner,  il  faut  calculer /(A,), /(i,), ...  ;  nous 
procédons  comme  précédemment  : 


—0,125 

— 3|Ooo 
6,000 


0,134875 
0,040  S 
—0,081 


—0,000  003  4^37^ 


o,<no^  ^0,000273375 
—0,040  5        0,00054675      0,000  18a  35 

^,875  To,75o 
o,  124  8/5  0,040  5 

T  736  625                   0,000  546  75  T7 ,000 

T7  539625  '')9i9 

*'t999  ^  »^4 1»^         ^0,791  o4<)  75  '>6,9i9 

/(*.)  /'(*.)  /•(*!) 

Nous  avons  donc 

(o,ooo4o4)'X  3,081     ^ 

t=   ; rr- <r  O  ,000  OOO  OOI  : 

donc  la  correction  a  se  calculera  jusqu'à  la  neuvième  dé- 
cimale 

o ,  000  4oo  835  375 

9,208953^5 

donc 

62  =  0 ,486  5oo  000  —  o  y  000  043  526, 
donc 

X,  :=  0,4^4^474  psr  excès. 

Calcul  deXf,  —  Cette  racine  est  comprise  entre  4  et  5, 
et  comme 

/(5)  _+i9. 


—  0,000  043  526  par  défaut; 


la  correction  de  Newton  est  applicable  dès  le  début;  voici 
sans  explications  le  tableau  des  calculs  : 

i**  Correction, 
__  19»  X  24  _  19^X12  _      6  I      ^ 

'""  2x38^  ~"  8x19^    ■4xi9'^4x:i  <-o,i. 

«--3g--o,5, 

6,  =5,0  —  0,5  :=  4>5' 


{  25) 

2*  Correction. 


>9 

38 

6 


-  19 

—  la 

-  6 

-    3 

-  1,5 

3        I 

0,75  I     o,!i5o 


0,I1D 


/  (4j5)=:  19,000  -f-  181,000+  3,000  +  I  ,875=002,875, 

/'(4,5)  =  38,00+788,00 +0,75:=::  26,75, 

r(4,5)=r24-3  =  2I, 

n4.5)==6; 

^__  (2,875)^X21  ^    '74    ^    ' 
2X(26,75j*  ^17676*^100' 


2,875 


—  0,10  par  df'faut, 


26,76 
^j=z:4,5o  —  0,10  =  4  >4o  par  excès. 


3*  Correction. 

3,875 

1 

a6,75 

-3.675 

1 

31 

—    2,1 

■     —  i,o5 

o,io5 

6 

-0.6 

;  -0,3 

o,o3 

0,010    I  —  0,001 


/  (4>4^)  =  2,875  +  17,825+  o,io5  +  0,019  =  0,304, 
/(4,4<>)  =  26,75  + 17,90  +  0,03  =  24,68, 
/'(4,4o)  =  ai  —  0,6  =  20,4, 
/'(4,4o)  =  6; 

(o,3o4)'X  20,4  ^  0,1  X  10 


2X  (24»68) 
o,3o4 


<; 


<  0,0001, 


8  X  1000 
=  0,0123  pardéfauty 


24,68 
^3  =  4»4^^^  —  o,oi23  =  4>2877. 

Bornons-nous  à  cette  correction,  nous  avons,  à  moins 
de  0,0001, 

X,  =  4,3877. 


(^6)     . 
Calcul  de  Xi»  —  Celle  racine  esl  uégalive,  maïs  la 
méthode  ne  fait  aucune  distinction  entre  les  racines  posi* 
tives  et  les  racines  négatives;  nous  pouvons  donc  lui  appli- 
quer la  correction. 

—  2  est  la  limite  inférieure, 

—  I  est  la  limite  supérieure, 
comme 

c'est  à  elle  que  nous  appliquerons  la  correction.  Voici  le 
tableau  des  calculs  : 


!'•  Correction. 


4x(-i8) 
2X17* 


36 
4900 


<— 0,01, 


ai—  —  r^  o ,  1 1  par  défaut, 
Oizz^  —  2,00  H-  0,1 1  =^  —  1,89  par  défaut. 

2*  Correction. 


»7 
18 


ip87 

-  1,98 
0,66 


--  0,99 
o»33 


—  0,1089 
o,o363 


0,0131     I    o,ooi33i 


/(— 1,89)-  18-1-1,87+  1,89114-0,001331^—0,237569, 
/'  (- 1 ,89)  —  1 7  -h78,02  +  o,o363  ^  1 5,o563, 

/"(-- 1,89)  =^-184-0,66  ^r:-, 7,34, 

r(-T,89)=.6; 

(0,237  569)' X17.34       0,06x9         î     ^Q.Q- 

'  -       ^~(75;^5^)»    ^  3375  ^6000 ^^'^^'' 

0,237 56q  g.  .r    . 

a  —      ^    ^^,. J^  —  o,oi5  par  défaut, 
i5,o5o3 

/i,i^  —  1,890  4-  o,oi5  =^  —  1,876  par  défaut. 


•    (  ^7  ) 
On   continuerait   de   même;    on    a    donc,    à    moins 
de  0,001, 

.r,  -     —  1,875. 


KOTE  SUR  LES  SURFACES  DU  TROISlfiME  ORDRE; 

Par  m.  SARTIAUX, 

Élèye  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Si  parmi  les  dix-huit  points  d'intersection  d'une  sur- 
face du  troisième  ordre  avec  les  six  arêtes  d^un  tétraèdre, 
six  de  ces  poiifts,  pris  chacun  sur  une  arête,  sont  dans 
un  même  plan,  les  douze  autres  sont  sur  une  même  sur- 
face du  second  ordre. 

Je  prends  en  effet  pour  tétraèdre  de  référence  le  té- 
traèdre donné.  Je  puis,  sans  rien  changer  à  la  généralité 
delà  question,  disposer  des  quatre  paramètres  de  réfé- 
rence de  telle  sorte  que,  siP  =  aa:4-(3j^H-7-z-f-<î«  =  o 
est  le  plan  qui  contient  les  six  points,  Téquation  de  la 
surface  soit 

-4-  gxzt  -4-  hxy^t  -4-  kxyr  :z^  o. 

Cherchons  Tintei  section  avec  Tarêie  ^  =  o,  «  =  o,  par 
exemple,  on  a 

(i)  a' jc^ -4- P*^»  H-  flx'j-f-  a'x^'rz^o. 

Lun  des  points  d'intersection  étant  sur  le  plan  P,  le 
premier  membre  de  cette  équation  est  divisible  par 
o-x-^^j'^  par  suite,  en  posant  a  =  i«,  a'=  1(3,  elle 
s'écrira  : 

a^x^  -f-  p3jr3  4-  \  (ax  -f-  pj)  xj 


(  a8  )    . 
Oa  peut  faire  des  calculs  analogues  pour  les  autres 
arêtes,  et  il  est  évident  que  les  douze  points  d'intersection 
non  situés  dans  le  plan  P  seront  sur  la  surface  du  second 
ordre  : 

a^Jt'-h  P'j'H-  7»r=-h  5»/'H-  .r^'  (>.  —  ap) 

-f-  xr  (X,  —  ay)  -h  Jrt(l,—  a$)  -f- jr  (X3—  ,87) 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Supposons  que  quatre  des  arêtes  formant  un  quadrila- 
tère gauche  soient  osculatrices  à  la  surface;  soient 

i    (Z--0,/  — O),       (x=:0,Z  —  'o), 
(2)  { 

cela  veut  dire  que 

a--3a2p,     rt'  =  3jtpSetc. 

Les  quatre  points  sont  donc  complètement  déterminés  en 
ajoutant  aux  équations  (2)  les  équations  (i)  transformées  : 

(ax4-p/)==o,     (pjr-+-^0'=o, 
(7*  4-  St.^  =  o,      (xx  -h  it]^  =  0, 

ce  qui  prouve  ()ue  ces  quatre  points  sont  dans  un  même 
plan.  Donc,  quand  un  quadrilatère  a  ses  côtés  oscula- 
teurs  d'une  surface  du  troisième  ordre,  les  points  de  con- 
tact sont  dans  un  même  plan.  Si  les  six  arêtes  du  tétraèdre 
sont  osculatrices  à  la  surface,  il  est  facile  de  voir  que  les 
six  points  de  contact  sont  dans  un  même  plan.  Etant 
donnée  une  surface  quelconque  du  troisième  ordre,  on 
peut  toujours  trouver  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  soient 
ainsi  osculatrices  h  la  surface.  En  effet,  exprimer  qu'une 
droite  est  osculatrice  équivaut  à  deux  conditions.  Il  faut 
donc  douze  conditions  pour  que  les  arêtes  du  tétraèdre 
soient  osculatrices.  Or  il  y  a  douze  paramètres  indéier- 


minés  dans  les  équations  des  faces  du  tétraèdre  ;  donc  le 
problème  comporte  un  nombre  déterminé  de  solutions. 
L'un  de  ces  tétraèdres  étant  pris  pour  tétraèdre  de  réfé- 
rence, Téquation  générale  des  surfaces  du  troisième  ordre 
peut  s'écrire  : 

(ix  -h  mjr  -H  /I2  4-  pty  =  ajrzt  4-  f^.TZi  -j-  y^yt  -h  ^xyz. 

Elle  renferme  bien  dix-neuf  paramètres  arbitraires  dis- 
tincts. Celte  forme  d'équation  nous  permet  de  donner 
immédia t^ement  une  propriété  commune  à  toutes  les  sur- 
faces du  troisième  ordre. 

On  donne  un  tétraèdre,  un  plan  fixe  et  quatre  direc- 
tions fixes.  Imaginons  que  Ton  mène  par  un  point  quatre 
parallèles  à  ces  directions  fixes  et  qu'on  les  arrête  cha- 
cune à  une  face  du  tétraèdre,  ces  obliques,  prises  trois  à 
trois,  forment  quatre  tétraèdres.  Le  lieu  des  points  tels  y 
que  la  somme  algébrique  des  volumes  de  ces  tétraèdres^ 
dii^isée  par  le  cube  de  la  distance  de  ces  points  à  un 
plan  fixe  ^  reste  constante  est  une  surface  du  troisième 
ordre. 

M.  de  Jonquières  a  démontré  dans  les  Nouvelles  An- 
nales  (t.  III,  a*  série,  p.  20)  que  :  La  surface  nodale 
fl^une  surface  du  troisième  ordre  passe  par  les  points 
de  contact  des  plans  stationnaires  de  cette  surface  et 
leur  est  tangente  en  un  autre  point.  Avant  de  me  servir 
de  ce  théorème,  je  vais  donner  de  la  première  partie 
de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique  assez 
simple. 

Par  un  point  O,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la 
surface  aux  trois  points  Mi ,  Ms,  M3-,  le  lieu  d'un  point 
M  défini  par  la  relation 


(3o  ) 
est  la  surface  polaire  du  point  O.  La  relation  peut  s'e'- 
crire  : 

MM,.MM,.OM,H-MM,  MM,.OM, -h  MM,.MM,.OM,  — o. 

Si  le  point  O  est  sur  la  surface,  il  se  confond  avec  le 
point  M]  par  exemple,  et  la  relation  devient 

MM|  (MM2.M1M3  -f-  MMi.MiMj)  =  0;  MM|  :=:  o, 

c'est-à-dire  que  la  surface  polaire  passe  par  le  point  M 1  \ 
le  second  point  situé  sur  la  sécante  est  défini  par  la  rela- 
tion 

MM,.M.M,  +  MM,.M|M,=ro. 


Si  la  sécame  deveasit  tamgrte  à  la  «ufaoe  alors 

M.M,  — o; 

il  en  résulte 

MM,z.^o, 

c'est-à-dire  que  la  surface  et  la  surface  polaire  ont  même 
plan  tangent.  Si  la  sécante  devient  une  des  asymptotes  de 
l'indicatrice,  alors  la  position  du  point  M  est  indéter- 
minée sur  la  sécante,  c'est-à-^ire  que  la  surface  et  la  sur- 
face polaire  ont  au  point  O  les  mêmes  asymptotes  de 
l'indicatrice;  si  la  surface  polaire,  qui  est  du  second 
ordre,  est  un  cône,  son  plan  tangent  le  coupe  suivant 
deux  droites  confondues;  en  ce  point,  Tindicatrice  se 
compose  de  deux  droites  parallèles  :  ce  point  est  parabo- 
lique, ce  qu'il  fallait  démontrer.  Le  plan  langent  en  ce 
point  est  tangent  à  la  surface  nodale,  et  le  point  de  con-- 
tact  est  sur  la  tangente  inflexionnelle  unique  a  la  surface 
du  troisième  ordre.  L'équation  de  la  surface  nodale  de  la 
surface  du  troisième  ordre,  dont  Téquation  est 

«'  —  oivzt  —  ^xzt  —  7  xyt  —  ^.ryr--.  o, 
H  z-    tx  r-  tny  -\~  nr  -^  pt. 


(3.  ) 
s'écrit  : 

!  6i'«  6/ma— ^2— at  6lmu  —ij^  —  ^t  6lpu—yr  —  ^s 

^  Slmu^is^yt  6m*fi  6mnu  —  ix—at  6mpu  —  yx— aa 

\  ^Inu—ijr—fii  6num  —  &x— «c  6«*«  6npu—-^jc  —  aj" 

\  ^Ipa  —yf—^B  6mpu  —  yx~a»  6nfm — fix —ajr  6p*u 

Son  iatersection  avec  la  surface  donne  la  courbe  para- 
bolique. Cherchons  son  intersection  avec  le  plan  u  =  o, 
les  points  seront  donnés  par  cette  équation  jointe  auic 
deux  équations  : 


ayzt- 


o, 


et 


o  Sz-hyi  *r-f-p/  7r-+-p2 

Sz-hyt  o  Sx-hat  yx-has 

^r-»-P^  <îx-4-af  o  pjr-haj 

7/-+-P*  7J?-+-a2  ^x-^ay  o 


mO. 


«0» 


Cette  dernière  développée  s ^écrit  : 

-  2{pa:  -h  aj^)  (^2  -i-  7O  (7X -h  a»)  (^y  -h  ^r) 
On  peut  développer  celte  équation  et  Técrire  : 

+  7'rH 

et  enfin  on  peut  l'écrire  : 

(-  -f-'^  -f-  -  -h  t|  («72/  -f-  pars/ -h  yxyt  -4-  ^jrrz)  —  4-^J*'"-  o- 


(X 


i) 


■(^*|-^i)^*"-^K;-^f  +  ;)' 


(3a  ) 
Donc  enfin  les  points  sont  donnés  par  l'intersection  des 
trois  surfaces  : 

tt  =  o,     xyzt  =  o,     oLXZi  4-  p.r/Tf  -f-  7*7/  -f-  ixyr  =  o. 

Ce  sont  les  points  où  le  tétraèdre  de  référence  est  oscu- 
lateur  à  la  surface  ;  de  plus,  le  plan  de  ces  six  points  de 
contact  est  tangent  en  ces  points  à  la  courbe  parabo^ 
ligue.  En  chacun  de  ces  points,  par  exemple  (z  =  o,  f  =  o, 
Ix  H-  nry  =  0),  le  plan  tangent  à  la  surface  du  troisième 
ordre  a  pour  équation  Jz  -4-  y«  =  o^  il  est  facile  de  voir 
que  ce  plan  est  tangent  k  la  surface  nodale  au  point 
z  =  o,  f  =  o,  Ix  —  mj  =  o  5  par  suite,  deux  des  som- 
mets du  tétraèdre  et  les  deux  points  de  contact  du  plan 
tangent  commun  à  la  surface  du  troisième  ordre  et  à  sa 
surface  nodale  forment  un  système  harmonique. 


SOLUTION  Dll  PROBLÊIE  PROPOSÉ  AU  CONCOURS 
0  A6RÊ6ATI0N  DR  (868; 

Par  m.  MONTCOQ. 


Je  me  propose  de  donner  la  solution  du  problème 
d^ agrégation  comme  application  facile  d'un  théorème  sur 
les  paraboles. 

ÉKONCÉ    DU    PROBLÈME. 

Étant  données  dans  un  plan  deux  paraboles  du 
deuxième  degré,  on  les  fait  tourner  autour  de  leurs  som^ 
mets  y  supposés  fixes  y  de  manière  que  dans  chacune  de 
leurs  positions,  leurs  quatre  points  d"* intersection  soient 
sur  une  circonférence^  et  Von  demande  le  lieu  des 
centres  de  cette  circonférence. 


(33) 
Soient  {fig.  i)  les  deux  paraboles  BAODC,  ADO'CB 
dans  Tune  des  positions  particulières  répondant  à  la  ques- 


tion^  X  et  ^  étant  les  coordonnées  de  l'un  des  points  de 
la  première  ayant  sa  rotation  autour  du  sommet  O,  x'  et 
f  ses  coordonnées  après  avoir  tourné  de  Fangle  a;  les 
formules  de  transformation  sont 


d'. 


ou 


.r  — r  xcosa  —  y  sm  a, 
y  -zzj:  xsina  -f-^cosa; 

X  r-  x'cosa  -H  j'sina, 
y  nr  /'cosa  —  jr'sÎDa. 

Si  nous  supposons  que  la  deuxième^  ayant  d'abord  son 
sommet  en  O,  soit  transportée  parallèlement  à  elle-même 
de  manière  à  avoir  son  sommet  en  O,  OO'éiant  égal  à  a,  et 
qu'elle  tourne  alors  de  Tangle  jS  \  Xi  et^,  étant  ses  coor- 
données primitives  et  a:"  et  j"  ses  coordonnées  après  le 
double  mouvement,  les  formules  de  transformation  sont 

.r"-"  a  -h  .r,  cos^  — j,  sin  p, 
y—  X,  sinp-hj,  cosp; 
^"K.  de  Hatkêmat.,  2*  série,  t.  VII.  (Janvier  1869.)  3 


{  34  ) 
d'où 

j:,  r=  x'VoS  p  -h  y  Sin  p  —  a  C05  p, 

j,  =r  ^"cos  p  —  J""sin  p  +  tf  sin  p. 

L'équation  de  la  première  parabole  avant  sa  rotation 
est 

celle  de  la  deuxième,  avant  son  double  mouvement, 

y,  =  ip'x,  \ 
l'équation  de  la  parabole  BAODC  est  donc 

(j'cosa  —  x'sina)'  — -  7.p  (x'eosa  4-  ^'sina) 
ou 

i  x"  sin*  a  -h  j^*  cos'  a  —  2  x'y*  sin  a  cos  a 

I  —  itpx'cosoL —  2/>7'sinaz=:  o, 

et  celle  de  la  parabole  ADO'CB 

(j'^cosp  —  x"$inp  4-  asiDp)»=  2;>'(x"cosp  -h^^'sinp  —  ûcosp) 

ou 

(  x*''  sin' p  -+-  r^'cos» p  —  2x"7"  sin  p  cos p 
—  2x''(flsin*p-4-/î'cos'P) 
^^         ^       —  2/'(/?'sinp  — ûsinpcosp) 

-f-  a'sin'P  H-  2a/7'cosp  =  o. 

Si  nous  retranchons,  membre  à  membre,  Téquation  (i) 
de  Téquation  (2)  après  avoir  multiplié  la  première  par  X     | 
et  supprimé  les  accents,  puisque  les  points  d^ intersection 
sont  communs,  il  vient 

(sin'p  —  ^sîn'a)  x«  -f-  (cos'P  —  Xcos»a)y« 

—  (2sinpcosp  —  2^sinaco8(x)xj  1 

—  2(asin'p  H-/?'cosp  —  >7?cosa)x  ^ 

—  2  (y?'sin  p  —  uf  sin  p  cos  p  — /?>  sin  «}  r 

-+■  rt'sin'p  -h  2/ï/?'cosp  =z  o.  ' 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
i 
I 


(35  ) 

X  est  indéterminé;  nous  pouvons  donc  le  choisir  de 

façon  que  Téquation  représenle  une  circonférence.  Il 

suffit  pour  cela  que  le  terme  en  x^'  soit  nul  et  que  les 

coefficients  de  x'  et  de  j^*  soient  égaux,  donc  X  =  —  i  et 

fi  =  -  -T-  a;  donc  les  axes  des  paraboles  sont  rectan- 
gulaires. 

Si  l'on  fait  X=  —  i  et  Ê=  — ha  dans  la  dernière 

^  2 

équation,  elle  devient 

/  jt'  -h^'  —  2  (acos'a  —  p'ûn  a  -h  /?  cosa  )  x 

(3)  '        —  2(//cosa -h  asinacQça -f-/?sina)j^ 

'  H-  û*cosa*  —  nap'suïai  =:  o. 

$  et  ri  étant  les  coordonnées  du  centre  de  cette  circonfé- 
rence, elle  a  aussi  pour  équation 

ou 

(4)  x'  4-  /'  —  S*  —  2>ï/  -h  5*  -h  iî'  —  R*  =::  o. 

Exprimant  que  les  coefficients  des  équations  (3)  et  (4) 
sont  proportionnels,  ou,  simplement  identifiant,  puisque 
les  coefficients  des  termes  en  x*  et  j*  sont  égaux  à  Tunité, 
on  a 

(5)  Ç  -  -  a  cos'a  —  /?'sin  x-hp  cosa, 

(6)  1)  =/»'aosa  4-asinacosa +/7sina, 

pour  les  coordonnées  du  centre  en  fonction  de  a. 

Il  suffirait  d'éliminer  a  entre  ces  deux  équations  pour 
obtenir  Téquation  du  lieu  cherché  ^  mais  la  recherche  de 
ce  lieu  peut  se  faire  d'une  façon  simple,  élégante  en  s'ap- 
puyant  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème. —  Lorsque  deux  paraboles  tournant  autour 
de  leurs  sommets  sont  telles,  que  leurs  quatre  points  dHn^ 

3. 
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tersection  soient   sur  une   circonférence    vaiiable^  le 
centre  est  à  V intersection  des  deux  lignes  droites  dis- 
tantes extérieurement  de  chaque  sommet  du  paramètre 
de  Vautre  parabole. 

En  effet,  l'axe  de  la  première  parabole,  ou  la  droite  OE 

passant  par  Torigine  et  faisant  avec  Taxe  x  un  angle  a, 

est 

jr  — xtanga  =  o; 

par  suite,  coF  distance  à  cette  droite  du  centre  de  la  cir- 
conférence dont  les  coordonnées  sont  ^  et  m  est 

p'costt.  +/zsinacosa  -f-/?sîna  —  tanga(acos'a  —  ^'sina  -h/?  ces  a)  ^ 

VU- tangua 

ou 

/>'cos*a  -h  ;?'sin*a         , 

o  ==  —  ^=p  . 

cosav^i  -h  tangua 

Ainsi,  comme  nous  Favons  énoncé,  p^  est  la  dislance 
du  centre  de  la  circonférence  variable  a  Taxe  de  la  para- 
bole dont  le  paramètre  est  p.  Avec  la  même  facilité  on 
trouvera  que  p  est  la  distance  du  centre  de  la  circonfé- 
rence à  Taxe  de  la  parabole  dont  le  paramètre  est  p',  ce 
qui  démontre  le  théorème. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  un  cas  particulier  de 
celui-ci  : 

Quel  est  le  lieu  de  r intersection  des  tangentes  à 
deux  circonférences  ajant  pour  centres  O  et  O',  et  pour 
rayons  respectifs  p'  et  p^  ces  tangentes  étant  supposées 
toujours  rectangulaires  ? 

C'est  un  cas  particulier  pour  plusieurs  raisons  :  d'abord, 


(*  )  Nous  prenons  le  radical  avec  le  si^rnc  +  pour  que  cette  distance 
soit  positiTc. 
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parce  que  si  Ton  veut  avoir  le  problème  d'agrégation,  il 
ne  faut  prendre  que  les  tangentes  extérieures  (fig*  a)  5  une 

Fig.  2. 


aatre  raison  :  ces  tangentes  extérieures  donnent  une 
courbe  continue  au-dessus  et  au-audessous  de  la  droite 
qui  joint  les  points  O  et  CV,  tandis  que  dans  le  problème 
d'agrégation,  on  ne  cherche  qu'une  partie  de  cette 
courbe;  le  lieu  des  points  satisfaisant  à  la  question  s'ar- 
rête brusquement  en  deux  points  dont  chacun  répond 
au  maximum  ou  au  minimum  de  la  circonférence. 
Ainsi  (Jig.  2)  iùtù'  tù"  représente,  d'un  côté  de  OC,  toute 
la  courbe  lieu  des  centres  des  circonférences.  La  courbe 
commence  donc  brusquement  en  co,  et  s'arrête  brusque- 
ment en  ta".  Le  premier  point  correspond  au  minimum 
de  cette  circonférence  et  le  deuxième  au  maximum. 

Le  point  o)''  correspond  à  la  circonférence  maxi- 
ma.  On  obtient  ce  point  en  faisant  passer,  par  le  sommet 
de  Tautre,  un  point  de  la  parabole  ayant  le  plus  grand 
paramètre. 

Il  est  évident  que  le  lieu  ww'o)"  a  son  symétrique 
par  rapport  à  OO'. 
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SOLUTIONS  BKS  OUESTIONS 
PROPOSÉES  BANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  8i5 

(  TOir  »*  »^rle.  t.  VII,  p.  96  ^  ; 

Par  m.  Léon  BARBIER, 
Élève  BU   Lycée  de  Strasbourg. 

On  donne  deux  sut  faces  du  second  degré  homo fo- 
cales A  et  B;  par  une  droite  D  prise  arbitrairement 
dans  r espace,  on  mène  des  plans  tangents  à  cette  sur- 
face. Soient  b  et  V  les  points  ou  deux  de  ces  plans  tan- 
gents touchent  la  surface  B  (*),  les  droites  aby  ab'  sont 
dans  le  même  plan  que  la  normale  en  a  à  la  surface  A^ 
et  sont  également  inclinées  sur  cette  normale. 

(Laguerre.) 

On  sait  que  le  lieu  du  pôle  d'an  plan  tangent  à  une 
surface  du  second  degré  par  rapport  aux  surfaces  homo* 
focales  est  la  normale  au  point  de  contact. 

Le  pôle,  par  rapport  à  la  surface  B,  du  plan  déterminé 
par  le  point  a  et  la  droite  D  se  trouve  donc  sur  la  nor- 
male a  <V  menée  par  le  point  a  à  la  surface  A.  D'un  autre 
côté,  ce  pôle  doit  se  trouver  sur  la  droite  bb'  conjuguée 
de  la  droite  D  par  rapport  à  la  surface  B.  Par  suite,  les 
droites  aN,  bb'  se  coupent,  et  leur  point  de  rencontre  N 
est  le  pôle  du  plan  tangent  en  a  par  rapport  à  la  sur- 
face B. 

Concevons  maintenant  un  plan  mené  par  la  droite  D, 


{*)  tf  le  point  où  l'un  des  plans  touche  la  surface  A. 
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son  poiat  d'intersection  avec  la  droite  66',  et  sou  pôle 
par  rapport  à  la  surface  B,  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  points  b  et  b\  En  particulier  le 
point  R  où  le  plan  tangent  en  a  à  la  surface  A  coupe 
la  droite  bb\  et  son  pôle  N  par  rapport  à  la  surface  B^ 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  6,  &^; 
or  Tangle  NaR  est  droit,  donc  la  normale  aN  est  la  bis- 
sectrice de  Taugle  bab'. 

On  peut  déduire  immédiatement  de  ces  deux  proprié- 
tés quelques  théorèmes  connus. 

Supposons  que  la  droite  D  soit  tangente  à  la  surface  A 
au  point  a;  les  plans  tangents  à  la  surface  B  menés  par 
la  droite  D  contiennent  les  droites  ab^  aV^  ces  plans 
sont  donc  également  inclinés  sur  le  plan  tangent  au 
point  a  à  la  surface  A.  Ainsi,  étant  données  deux  sur- 
faces homofocales  A  et  B  et  une  droite  D  tangente  à  la 
surface  A,  les  plans  tangents  à  la  surface  B  menées  par  la 
droite  D  sont  également  inclinés  sur  le  plan  tangent  à  la 
surface  A  mené  par  la  droite  D. 

Soient  C  une  seconde  surface  homofocale  avec  A,  et 
c,  c'  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  la 
droite  D  à  cette  surface,  la  normale  aN  rencontre  ce'. 
Faisons  maintenant  varier  la  surface  A,  toutes  les  nor- 
males menées  par  les  points  de  contact  des  plans  tangents, 
menés  aux  surfaces  A  par  la  droite  D,  rencontreront  les 
droites  fixes  cc\  bh' \  de  plus,  ces  normales  sont  paral- 
lèles à  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  D,  donc  elles 
engendrent  un  paraboloïde  hyperbolique.  Ce  paraboloïde 
peut  être  considéré  comme  étant  la  surface  engendrée 
par  les  droites  conjuguées  de  la  droite  D  par  rapport  aux 
surfaces  homofocales  à  la  surface  A. 

Voici  une  autre  conséquence  de  la  proposition  démon- 
trée. 

La  normale  en  a  à  la  surface  A  rencontre  la  corde  de 
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contact  bb'  et  toutes  les  cordes  analogues,  lesquelles 
cordes  sont  les  génératrices  d'un  même  paraboloïde  liy* 
perbolique.  Donc,  si  par  une  droite  fixe  on  mène  diiTé- 
rents  plans  tangents  à  un  système  de  surfaces  du  second 
degré  homofocales,  les  normales  menées  aux  points  de 
contact  sont  les  génératrices  du  second  système  de  ce 
paraboloïde  :  théorème  donné  par  M.  Cbasles  (Aperçu 
historique,  p.  SpS). 


Question  864. 

(  Yolr  3*  série ,  t.  VII ,  p.  191  )  ; 

Par  m.  KIEPERT, 

Étudiant  en  Mathématiques,  à  Berlin. 

Construire  un  triangle,  connaissant  les  sommets  iics 
triangles  équilatéraux  construits  sur  les  côtés. 

(Lemoine.) 

La  solution  ci-après  donne  lieu  à  une  élégante  con- 
struction. 

Lemme  I.  —  Si,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quel- 
conque ABC,  on  décrit  des  triangles  équilatéraux  ABCi  9 
ACBi,  BCA]  les  droites  AAi,  BB,,  CC*  sont  égales,  se 
coupent  en  un  même  point,  et  les  angles  qu'elles  forment 
entre  elles  sont  égaux  à  60  degrés. 

Lemme  II.  —  Les  choses  étant  ainsi  posées,  si  je  fais 
sur  A]  Bi  Cl  la  même  construction  faite  sur  ABC,  j'aurai 
trois  triangles  équilatéraux  Ai  Bi  Ct,  Ai  Ci  Bf,  B|  Ci  A,, 
les  trois  droites  Ai  As,  Bi  Bt,  Ci  Ci  seront  égales  et  se 
couperont  aussi  au  point  O^  car,  dans  les  deux  cas,  on 
obtiendra  le  point  de  rencontre  de  A|  A,  Bi  B,  Ci  C,  ou 
de'Aj  At,  B,B|,  CiCt,endécrivantsur  AiBi,  A,C,,  B|C| 
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des  segments  capables  de  1 20  degrés.  Les  points  Ai ,  O,  A,  A^ 
sont  donc  en  ligne  droite,  ainsi  que  les  points  Bi,  O,  B,  Bj 
et  Cl,  O,  C,  Cj. 

Lemme  III,  —  Le  point  A  est  le  milieu  de  Ai  Aj  : 
»        B  »  Bi  Bî^ 

M       C  )>  Cl  Cj . 

En  effet»  les  quadrilatères  inscriptibles  OBCAi, 
OB]C]At  donnent,  en  remarquant  que  le  produit  des 
diagonales  égale  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés, 

OA,  =  OB  -h  OC     et    OAj  =  OB,  -h  OC,  i 

de  même 


d'où 


Mais  i 

9n  a 

, 

OA,  -f-  OB,  4-  OC,  = 

2{0A 

Donc 

AA,= 

2AA.. 

OB,  =  OA  -h  OC,  OB,  =  OA,  -*-  OC, , 

OC,  =  OA  -4-  OB,  OC,  =  OA,  -h  OB,, 

AA,  =  OA  -f-  OA,  =  OA  -♦-  OB  -h  OC, 
AA,  =  OA,  -H  OA,  3=  OA,  -h  OB,  -f-  OC,. 


OB-f-OC). 


(c.    Q.    F.    D.) 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Sur  Al  Bi  décrivez  le  triangle  équilatéral  Ai  Bi  C^ , 
^>    Al  Cl       w  »  AiCiBi, 

w    Bi  Cl       M  »  Bi  Cl  Af 

Les  milieux  de  AiAj,  Bi  Bi,  Ci  Ct  sont  les  sommets 
A,  B,  C  du  triangle  cherché. 

L'auteur  démontre  ensuite  le  théorème  suivant  par  des 
considérations  empruntées  à  la  géométrie  analytique  : 

i^  Si  sur  les  côtés  AB,  CA,  BC  d'un  triangle  on  con- 
struit des   triangles  isocèles  semblables  ABCi,   ACBj, 
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CBA,,  les  trois  droites  AA, ,  BB, ,  CCi  se  coupent  au 
même  point  ; 

2°  Le  lieu  de  ce  point  est  une  conique  si  Tangle  à  la 
base  des  triangles  isocèles  varie. 

L'équation  de  celte  conique,  les  axes  étant  rectangu- 
laires, est 

sin(A  —  B)        sin(C~A)       sin(B— C)_ 
1 _ 1 —  o, 

7  P  « 

a  =  o,  (3rr=o,  y==o,  représentant  les  équations  des 
trois  côtés  BC,  AC,  AB  prises  sous  la  forme 

Ç  sin  a  H-  n  ces  a  —  p  irz  o, 

et  A,  B,  C  les  angles  du  triangle. 

Note.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Willière,  professeur  à 
Ârlon;  Hrocard,  sous-lieutenant  du  Génie;  Glaverié,  du  lycée  de  Cler- 
moiit  (classe  de  M.  Lafon);  JofTre,  du  lycée  Gbarlemagne  (institution 
Harant);  Racine,  du  lycée  de  Poitiers;  Augier,  du  lycée  de  Gaen;  Nie- 
bylowski;  L.  Henri  Lorrez. 

Toutes  ces  solutions  sont  simples,  mais  moins  complètes  que  celle  de 
M.  Kiepurt  que  nous  avons  résumée. 


DfiNONSTRATION  DE  LA  FORMULE 

a  —  sin  «  <  —  ; 
4 

Par  m.  Joseph  JOFFROY, 
Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Soit  ADM  =  a  Tare  considéré  moindre  que  r,  (*).  Le 
secteur  AOM  est  exprimé  par  -?  le  triangle  AOMC  est 


(  *  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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exprimé  par  -  siiia  ;  donc 


2 

a  —  siïia 

représente  le  double  de  l'aire  du  segment  MDAC.  Re- 
marquons que  le  rectangle  MA  .CD  est  supérieur  au 
segment  de  cercle,  donc 

a  —  sina  <;  2  MA. CD; 

de  là  nous  tirons 

<.    «  /  «  \ 

2  X  2  sm  -    I  —  cos  -  I 

l\  7.) 

<;  o  sin  -  sm*  -7 
<^24ï 

Cette  démonstration,  en  grande  partie  géométrique,  nous 
parait  plus  facile  à  comprendre  et  à  retenir  que  la  dé- 
monstration classique. 
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IIUISTIONS. 


898.  On  donne  un  cercle  C  tangent  à  une  droite  D 
en  O.  D'un  point  M  de  la  circonférence  on  mène  MA  per- 
pendiculaire à  D,  et  l'on  prend  AB  =  AO.  On  joint  RM, 
et  Ton  demande  l'enveloppe  de  la  droite  BM  quand  le 
point  M  se  déplace  sur  la  circonférence.  L'enveloppe 
cherchée  admet  trois  axes  de  symétrie  et  trois  points  de 
rebroussement  remarquables.  (H.  Brocard.) 

899.  Deux  disques  situés  dans  le  même  plan  et  ayant 
la  forme  d'ellipses  égales  sont  mobiles  chacun  autour 
d'un  de  leurs  foyers  supposé  fixe;  ces  disques  restent 
constamment  tangents  l'un  à  Tautre.  On  demande  le  lieu 
décrit  par  le  point  de  contact.  (Dauplay.) 

900.  Une  ellipse  donnée  se  meut  à  l'intérieur  d'une 
parabole  fixe  donnée  de  manière  à  loucher  cette  parabole 
en  deux  points.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  centre 
de  Tf  llipse  mobile  et  l'enveloppe  de  la  droite  qui  passe  par 
les  deux  points  de  contact.  (Dauplat.) 

901 .  Lorsqu'une  ellipse  en  roulant  sans  glisser  sur  une 
droite  a  fait  un  tour  entier,  l'arc  décrit  par  le  foyer  est 
égal  à  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe. 

902.  Tout  cube  parfait  augmenté  de  3,  4  ou  5  unités 
d'un  ordre  quelconque  n'est  pas  un  cube  parfait. 

(JOS.    JOFFROY.) 

903.  Si  par  le  milieu  de  chaque  arête  d'un  té- 
traèdre on  fait  passer  un  plan  perpendiculaire  à  Tarête 
opposée,  les  six  plans  ainsi  obtenus  passent  par  un  même 
point.  (M.) 
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904.  Etant  donué  un  faisceau  de  surfaces  du  se- 
cond degré  ayant  même  intersection,  si  par  un  point  Â 
pris  sur  une  de  ces  surfaces,  on  mène  une  section  plane 
normale  à  cette  surface,  et  les  demi*diamètres  des  autres 
surfaces  parallèles  â  la  tangente  à  la  section  au  point  A, 
ainsi  que  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  à  ces 
surfaces;  si  Ton  prend,  à  partir  du  point  A  et  dans  la  di- 
rection des  normales  à  ces  plans  polaires,  des  troisièmes 
proportionnelles  aux  demi-diamètres  et  aux  distances  cor- 
respondantes des  plans  polaires  aux  centres  des  surfaces, 
les  extrémités  de  ces  droites  et  le  centre  de  courbure  de  la 
section  faite  dans  la  première  surface  sont  en  ligne 
droite.  (L'Abbé  Aoust.) 

905.  On  donne  une  ellipse  et  ses  deux  foyers  F  et  G; 
deux  droites  touchent  cette  ellipse  aux  points  M  et  N,  et 
se  coupent  en  T  :  démontrer  la  relation 


MF.NF        MG.NG 

(Laguer&b.) 

906.  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofo- 
cales  dont  O  est  le  centre  commun.  Par  un  point  quel- 
conque P  de  Thyperbole,  on  mène  des  droites  parallèles 
aux  normales  à  l'ellipse  aux  points  où  elle  est  coupée  par 
lliyperbole;  soient  H  et  K  les  points  où  ces  droites 
coupent  Fhyperbole  et  I  le  point  milien  du  segment  HK  : 
démontrer  que  les  deux  droites  OP  et  OI  sont  également 
inclinées  sur  le  grand  axe,  et  que  le  rapport  de  OP  à  01 
est  constant.  (Làguerrb.) 

907.  Mêmes  données.  Par  les  trois  points  P,  H  et  K, 
on  farît  passer  un  cercle,  et  sur  ce  cercle  on  prend  le 
point  P',  conjugué  harmonique  du  point  P  relativement 
aux  deux  points  H  et  K:  démontrer  que  la  perpendicu- 
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laire  élevée  sur  le  uiîlieu  de  PP'  esl  la  polaire  du  point  P 
relativement  à  l'ellipse.  (  Laguerre.) 

908.  Soit  un  quadrilatère  inscriptible  ABCD.  Si  je 
considère  un  triangle  formé  par  trois  sommets  de  ce  qua- 
drilatère, les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du. 
quatrième  sommet  sur  les  côtés  du  triangle  considéré 
sont  sur  une  ligne  droite  XY. 

Gela  posé,  démontrer  : 

1°  Que  les  quatre  droites  XY,  que  l'on  peut  construire 
eif  groupant  trois  à  trois  les  quatre  sommets  ABCD,  se 
coupent  au  même  point  K  ; 

2^  Que  ce  point  est  un  point  commun  aux  quatre 
cercles  des  neufs  points  des  quatre  triangles,  et  que,  par 
suite,  si  un  sommet  se  meut  sur  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  formé  par  les  trois  autres,  le  lieu  du 
point  C  sera  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

(E.  Lemoine.) 

909.  Un  ellipsoïde  de  grandeur  donnée  est  tangent  aux 
trois  faces  d'un  angle  trièdre  trirectangle.  Trouver  la 
courbe  qui  limite  la  position  possible  d'un  point  de  con- 
tact sur  une  des  faces.  (E.  Lemoine.) 

910.  Deux  triangles  OAB,  OA'B'ont  un  sommet  com- 
mun: OAB  est  donné  en  grandeur  et  en  position;  OA'B' 
en  grandeur  seulement.  Placer  OA'B'  de  façon  que  les 
droites  AA',  6B'  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

(E.  Lemoine.) 

91  i.  Si  deux  coniques  de  forme  invariable  se  dépla- 
cent de  manière  que  leurs  quatre  axes  restent  respective- 
ment tangents  à  quatre  cercles,  et  de  manière  que  les 
points  d'intersection  des  deux  coniques  soient  sur  un 
cercle,  quel  est  le  lieu  des  centres  de  ce  cercle? 

(Dàrboux.) 
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912.  Le  plus  petit  commun  multiple  m  de  n  nombres 
entiers  a,  i,  c, . .  • ,  A,  /  est  ^al  au  quotient  de  leur  pro- 
duit P  par  le  plus  grand  commun  diviseur  D  des  produits, 
n  —  i  k  n  —  ide  ces  n  nombres.  (Le  Bbsgue.) 

913.  Le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  n  nombres 
entiers  a,  6,  c, . . .,  A,  /  est  égal  au  quotient  de  leur 
produit  P  par  le  plus  petit  commun  multiple  m  des  pro- 
duits, n  —  I  à  n  —  I ,  de  ces  n  nombres. 

(Le  Besgue.) 

914.  La  formule  ox  +  &?  où  a  et  6  sont  premiers  enn^e 
eux,  ne  renferme  que  des  nombres  premiers  à  m,  si  tous 
les  diviseurs  premiers  de  m  divisent  a.  Mais,  si  m  a  des 
diviseurs  premiers f?,  q^  r,.. .,  qui  ne  divisent  pas  a,  sur 
m  nombres  consécutifs  compris  dans  or  +  i,  en  posant 

jc=:a,   a-f-i,...,  a -\-  m  —  i, 

il  y  aura 

/>  — I  y  — I  r  — I 

m •  •  • 

p  q  r 

nombres  premiers  km.  (Le  Besgue.) 

915.  Eunt  donné  un  polygone  A|  As...  A«,  déter- 
miner la  position  d'un  point  Ao(xoj^o)  dont  les  coor- 
données satisfont  aux  équations  : 

1.2  ^^ 

Démontrer  par  le  calcul  et  la  géométrie  que  la  position 
de  ce  point  est  indépendante  du  choix  des  axes  de  coor- 
données. (  A .  Saf.tiaux.  ) 
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MSGHSSION  DE  L'INTERSBGTION  W  DEUX  SlilFAGBS 
Dli  SECOND  ORDRE 

(«atle,  Toir  t'  série,  l.  Vil.  p.  U7); 

Par  m.  L.  PAINVIN. 


§  V.  —  V équation  en\  a  trois  racines  égales, 

21 .  Lorsque  l'équation  en  X  a  trois  racines  égales,  trois 
ras  peuvent  se  présenter  : 

Prehiea  cas.  —  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  est 
un  cône  proprement  dit. 

Les  deux  surfaces  se  touchent  alors  en  un  point  ^  la 
courbe  d^ intersection  est  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  ayant  un  point  double  de  rebroussement 
au  point  de  contact;  la  réciproque  est  vraie. 

Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  a  son  som- 
met au  point  de  contact  A  des  deux  surfaces,  et  touche 
suivant  une  droite  AB  le  plan  tangent  commun;  la 
droite  AB  est  la  tangente  de  rebroussement  de  la  courbe 
gauche. 

Le  cône  correspondant  à  la  racine  simple  a  son  fom^ 
met  C  sur  le  plan  tangent  commun,  et  il  touche  aussi  ce 
plan  suivant  une  droite  CA  passant  par  le  point  A. 

Les  sommets  des  deux  cônes  sont  les  seuls  points  q4ii 
aient  même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux  sur  fa» 
ces;  le  sommet  A  a  pour  plan  polaire  le  plan  tangent 
commun  BAC;  le  sommet  C  a  pour  plan  polaire  un 
plan  BAD  passant  par  la  droite  AB,  et  qui  est  en  méma 
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temps  le  plan  polaire  de  la  droite  AC  par  rapport  au 
cône  (A). 

Un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente  AB  de 
rebroussement  coupe  les  deux  surfaces  suivant  des  co- 
niques osculatrices  f  le  contact  est  du  second  ordre. 

Les  pôles  d^un  plan  quelconque  passant  par  AB  sont 
distincts  par  rapport  à  chacune  des  surfaces^  et  se  meu- 
i^ent  sur  la  droite  AC,  et  im^erseaicnt. 

DBUxiiMB  câs.  —  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  se 
réduit  à  deujr  plans  distincts. 

Les  deux  surfaces  se  coupent  alors  suii^ant  deux  cour- 
bes planes,  et  ces  deux  courbes  planes  se  touchent  ;  les 
deux  surfaces  se  touchent  en  un  point  unique ^  qui  est  le 
point  de  contact  des  courbes  planes  ;  la  réciproque  est 
vraie. 

Tous  les  points  de  l* intersection  AB  des  plans  ABC  et 
ABD  des  deux  courbes  planes  ont  même  plan  polaire 
par  rapport  aux  deux  surfaces;  tous  ces  pLins  tournent 
autour  d'une  droite  fixe  AS,  située  dans  le  plan  tangent 
commun  aux  deux  surfaces;  A  est  le  point  de  contact. 

Le  sommet  S  du  cône  correspondant  à  la  racine  sim- 
ple se  trousse  sur  la  droite  AS;  ce  sommet  S  a  même 
plan  polaire  par  rapport  aux  deux  surfaces  ,•  ce  plan 
passe  par  la  droite  AB,  et  forme  avec  le  plan  tangent 
commun  un  système  harmonique  par  rapport  aux  plans 
des  deux  courbes  communes. 

Les  pôles  d'un  plan  tournant  autour  de  AB  sofit  dis- 
tincts par  rapport  à  chacune  des  surfaces,  et  se  meuvent 
sur  AS  ^  et  inversement. 

Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  AB,  inter- 
section  des  plans  des  deux  courbes  communes^  coupe  les 
deux  surfaces  suivant  des  coniques  osculatn'ces  ,•  le  con~ 
tact  est  du  troisième  ordre. 
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Troisièvc  cas.  —  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  se 
réduit  à  deux  plans  coïncidents. 

Lorsque  Véquation  en  "k  a  une  racine  triple,  et  que  le 
cône  correspondant  à  la  racine  triple  se  réduit  à  deux 
plans  coïncidents^  les  deux  surfaces  sont  circonscrites 
Vune  à  Vautre ,-  la  courbe  de  contact  est  une  courbe  plane. 

Le  cône  coirespondant  à  la  racine  simple  est  circon- 
scrit  à  chacune  des  surfaces  suii^ant  cette  même  courbe. 

Réciproquement  :  Si  deux  surfaces  sont  circonscrites 
tune  à  Vautre  suivant  une  conique  proprement  dite^  Vé- 
quation en  1  a  une  racine  triple,  et  le  cône  correspon- 
dant à  la  racine  triple  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents. 

Les  points  qui  ont  même  plan  polaire  par  rapport 
aux  deux  surfaces  sont  :  d'une  part,  tous  les  points  du 
plan  de  la  courbe  de  contact j  d'autre  part,  le  sommet 
du  cône  correspondant  à  la  racine  simple. 

Les  plans  polaires  des  premiers  points  passent  par  le 
sommet  du  cône;  le  plan  polaire  du  sommet  de  ce  cône 
est  le  plan  de  la  courbe  de  contact, 

I.  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple 
est  un  cône  proprement  dit, 

22.  Je  prendrai  pour  sommet  A  du  tétraèdre  de  rëfé- 
reoce,  le  sommet  du  côoe  correspondant  à  Id  racine  triple  ; 
comme  le  cône  en  question  est  un  cône  proprement  dit, 
il  résulte  d'abord  de  l'analyse  du  n®  16  [relations  (i°) 
et  (2^)],  que  les  équations  des  deux  surfaces  se  présen- 
tent sous  la  forme 

(S )     A„7»  4-  A53  «'  -f-  A44  r'  -h  2 A„  XX  -I-  2  A,,  xz 

4-  2A,4dr/-f-  2A,3/z  -+-  2Aujrt-h  ^lA^zt—  o, 

^')     ^J)     B„/' 4- 83,3'-^  B,,/'-2^xr  --24^x2 

—  2-T^xt  -h  aBîsjî  -î-  2Bm  jr  4-  2834  -'=^  o- 

4- 
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Les  deux  surfaces  passent  par  le  sommet  A,  et  elles  ont 
en  ce  point  même  plan  tangent;  Tëquation  de  ce  plan  est 

Anj^H-  A.jz  H- ÀHr-^o; 

prenons  ce  plan  pour  face  ABC  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence, c'est-à-dire  supposons 

A,a=:0,       A,3=0, 

et  les  équations  des  deux  surfaces  pourront  s'écrire  : 

/    (S)      A„j'H-  A3a«'-h  A44r»4-2.rr 


-+- 2  A,3  j3 -4- 2  Aj^r^ -h  a  Aj4  «/ =  o, 
j  (T)     B„r»-hB„z'-i-B„r^-f-2xr 

4-  2B,3jz-f-2B„r^-h  2Bs4a*==o, 

car  le  coefBcient  de  xt  ne  peut  être  nul,  autrement  on 
aurait  deux  cônes  ayant  même  sommet,  et  Féquation  en  ^ 
se  réduirait  à  une  identité. 

Dans  le  cas  des  équations  (2),  Téquation  en  X  est 

(3)      (X  H-  i)'[(B„  4-  >A„)  (B„  4-  X  A„)  -  (B„  -H  >A„)']  =  0; 

et  le  cône  correspondant  à  la  racine  X  =  —  1  aura  poar 
équation 

( A„  -  B„)r' 4-  (A„  -  B„)  3^ H-  (  A^;  -  B44)  r« 


(4)  . 
I       -4-2(A„  — B„)r«H-2(A„  — B„)r'-^2(A,4  --B„)*r=io. 

Ecrivons  maintenant  que  Téquatîon  (3)  a  trois  racines 
égales  à  —  i ,  il  vient 

(5)  (A„  ~  B,,)  (  A„  -  B„)  -  (A„  -  B„)»  =  o. 

Or  Téquation  de  condition  (5)  exprime  que  le  cône  (4) 
touche  le  plan  ABC  ou  £  =  o;  Tarête  de  contact  est 

(6)  t.-  o,     (  A„  —  B„)7  H-  (  A„  -  B2,)  z  -zz  o, 


(  53) 
oQy  ce  qui  revient  ^u  même, 

(6  bis)     t  —  o,     (A„  --  B„)  j  -f-  ( A„  -  B„)«  =  o, 

La  génératrice  de  contact  passe  par  le  sommet  A  \  pre- 
nons-la pour  arête  AB  du  tétraèdre  de  référence,  nous 
devrons  faire 

A»,  —  B„  =  o,     d'où     Ai3  —  Bn  =  o. 
Les  équations  (2)  des  deux  surfaces  deviennent  alors 

/    (S)     A„^»-hA3,ï«-l-A44r'-l-2A„^3 
\  4- îAw^r-f- 2A34«^-»- axf^o, 

^^       j   (T)     A„r>+B„z»-^B„r'4-2A„jz 

l'équation  en  A  est 

(8)         (>H-i)»[A„(B33-h>A33)-AÎ,(X4-i)]=o; 

et  le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  aura  pour 
équation 

j    (A3,--B3,)«»H-(A44-B44)r' 

I         -h  2  (Aw  —  T^u)yt  -h  2  (Am  —  8,4)  zr  :=:  o. 

Si  X|  est  la  racine  simple,  l'équation  du  cône  corres- 
pondant sera 

A„(X,  +  i)j^»-h  {B„  4-  X.  A33)  z'-h  (84'^  4-  X.  A44)  r' 
-h  2An  (>,  -4-  i)/a  -+-  2  (B,4  -+-  X,  A34)r^ 

-+-  2  (B34  -f-  X,  A,4)  3/  -h  2  (X,  -h  I  )  orr  =  Oi 

et»  en  remarquant  que,  d'après  l'équation  (8), 

B33  -h  X,  Aa3 Aj , 

X, -Hi       ""  A„* 


(54) 
telle  dernière  équalion  peut  s'écrire 

l  A„.r>-^  ^z'--f-  2A„jz  -H  2xr+^"/  ^'^"/^ 

i  B,4 -h  >,  A,4  Bji-f-^iAsi    ^ 

I  4_  2 j't-\-  1  — Z/  ==:  o. 

'  X,  -h  I      -^  >,  -h  I 

Oa  ne  peut  pas  supposer  Bjj  —  A83  =  o,  car  autre- 
ment Tëquaiion  en  X  (8)  admettrait  quatre  racines  égales. 

Remarquons  maintenant  que  le  sommet  du  cône  (lo) 
est  dans  le  plan  ABC  ou  t  =  o  ;  car  si  Ton  fait  t  =  o 
dans  cette  équation,  on  trouve 

(A„r-4- A,»z)'i=o, 

c'est-à-dire  que  le  cône  correspondant  à  la  racine  sim- 
ple touche  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces-, 
la  génératrice  de  contact  passe  par  le  sommet  A,  çt  ne 
peut  pas  se  confondre  avec  la  droite  AB,  car  il  faudrait 
pour  cela  que  Ton  eût  Att  ==  o,  et  Téquation  (8)  admet- 
trait alors  quatre  racines  égales. 

Nous  pouvons  donc  prendre  cette  génératrice  de  con- 
tact pour  arête  AC  du  tétraèdre  de  référence^  c'est-à*dirc 
supposer 

(il)  A„r=o, 

et  prendre,  en  même  temps,  pour  sommet  C,  le  sommet 
du  cône  (lo),  c'est-à-dire  écrire  que  Téquation  (lo)  ne 
renferme  pas  de  termes  en  z,  ce  qui  donne,  outre  la  re- 
lation (i  i), 

B34  -T-  \  A34  —  o,     ou     ).,  m  —  --^ . 

A  34 

Celte  valeur  de  Aj  doit  annuler  le  second  facteur  de 
réqualion  (8),  on  aura  donc 


D.n  Aj,  -  -  B34  A3J  '■ 


Bs:,     _    B.,4 

Aj3  A  34 


(55) 
La  droite  AC  u'appartient  pas  au  cône  (9),  car  il  fau- 
drait pour  cela  que  Ton  eut  Btt  =  Ats?  ce  qui  ne  peut 
avoir  Heu  comme  on  Ta  vu^  il  résulte  de  là  que,  par 
la  droite  AC,  on  peut  mener  deux  plans  tangents  au 
c6ue  (9)  ;  i*un  d'eux  sera  le  plan  CAB  qui  le  touche  sui- 
vant AB;  prenons  le  second  plan  tangent  pour  face  CAD 
du  tétraèdre  de  référence.  D'après  cela,  en  faisant j^  =  o 
dans  Téquation  (9),  on  devra  trouver  un  carré  parfait; 
par  suite 

(i3)  (B„  -  A„)(B,4  -  A44)  =  (B34  -  AuY; 

et  le  plan  des  génératrices  de  contact  sera 

{i4)  (B33  -  A„)z  +  (B34  —  A.u)i=^o. 

Le  plan  (i4)  passe  par  la  droite  AB^  on  peut  le  pren* 
dre  pour  face  BAD,  c'est-à-dire  supposer 

(  i5)  B84  —  A84  =  o,     d'où     B44  —  A44  —  o. 

Si  Ton  compare  ces  relations  à  Tégalité  (is),  et  si  Ton 
remarque  que  X,  est  différent  de  —  1 ,  on  conclut  de  là 

(16)  As4=^o,     Bw^^o. 

Eu  égard  aux  relations   (11),  (i5)  et  (16),  les  équa- 
tions (7)  des  deux  surfaces  deviennent 

j  (S)      A„/'-+-  A,8«»  ■4-A44<'-h2A,4/^-h2J:l  =  o, 
^*'^    j  (T)      A„x''-'k,A,iZ^'hAut'-h2'Bt,xi-hi:ri—o; 

et  le  cône  correspondant  à  la  racine  simple  aura  pour 
équation 

(18)         A„7»-+-An£'4-  2Jrf -f-2— 4- yt~o. 

A|  -+-  I 

Les  trois  arêtes  AB,  AC,  AD  du  tétraèdre  de  référence 
sont  maintenant  déterminées,  le  sommet  C  est  également 
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choisi;  il  ne  reste  plus  d'arbitraires  que  les  sommets  B 
et  D  sur  les  arêtes  respectives  AB  et  AD. 

L'ëquatiou  (i8)  représenie  aussi  la  trace  du  cône  cor- 
respondant à  la  racine  simple  sur  le  plan  6 AD,  cette  co- 
nique touche  la  droite  AB  au  point  A;  la  droite  AD  ren- 
contre la  conique  en  un  second  point  défini  par  les  équa- 
tions 

j  =  o,     A44^-h2:r=o; 

nous  prendrons  ce  point  pour  sommet  D^  c'est-à-dire  que 
nous  supposerons 

A44=0. 

Enfin  nous  choisirons  pour  sommet  B  le  point  où  la 
tangente  en  D  vient  rencontrer  la  droite  AB  ;  pour  cela,  il 
faut  exprimer  que  la  polaire  du  point  B  (jTo  =  o,  /©  =  o), 
c'est-à-dire 

Bji  -H  >,  Aj, 

A„^  H r /  =  O, 

A|  -1-  I 

se  confond  avec  AD  ou  j=  o  5  on  a  ainsi 
Bj4  -+-  \i  Aj4  =  o. 
Les  équations  des  deux  surfaces  deviennent  alors 

(S)      A„j*H-  A33z'-4-  2A,4j-r -+-2x/™o, 


-9)       i 

(   (T)      A„J^'--/,A33«»— 2X,A,4//-f-2J:/:=0. 

On  voit  ainsi  que  : 

«  Si  Téquation  en  1  a  trois  racines  égales,  et  que  le 
»  cône  correspondant  â  la  racine  triple  soit  un  cône  pro^ 
)>  prementdit,  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point 
))  unique  A;  le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  a 
»  son  sommet  au  point  de  contact  A,  et  touche  le  plan 
)>  tangent  commun  5  le  cône  correspondant  à  la  racine 
»  simple  a  son  sommet  dans  le  plan  tangent  commun,  et 


(57) 
))  le  touche  ainsi  suivant  une  droite  qui  passe  par  le 
n  point  A.  » 

Par  la  discussion  qui  précède,  on  voit  que  si  l'on  prend  : 
pour  sommet  A  du  tétraèdre  de  référence,  le  sommet  du 
cône  correspondant  à  la  racine  triple,  c'est-à-dire  le  point 
de  contact  des  deux  surfaces;  pour  face  BAC,  le  plan  tan- 
gent commun  ;  pour  arête  AB,  la  génératrice  de  contact 
du  cône  (A)  avec  le  plan  BAC;  pour  sommet  C,  celui  du 
cône  correspondant  à  la  racine  simple;  pour  face  CAD, 
le  second  plan  tangent  mené  par  CA  au  cône  (A)  ;  pour 
face  6AD,  le  plan  des  arêtes  de  contact;  pour  sommet  D,  le 
point  où  la  droite  AD  vient  rencontrer  la  trace  du  cône  (C) 
sur  le  plan  BAD;  et  en6n,  pour  sommet  B,  le  point  où  la 
tangente  en  D  vient  rencontrer  la  droite  AB,  les  équations 
des  deux  surfaces  pourront  se  ramener  à  la  forme  défi" 
nitwe 

(S)  «j*  -h  2.rr  -h  bz*  -4-  2cxi  =  o. 


(20)  , 
I   (T)     k(ay^-h2.rt) -^  bz^-h2cxt=zo. 

L'équation  du  cône  correspondant  à  la  racine  triple  est 
alors 

(21)  (A)     bz^-\-2cyt=.o\ 

celle  du  cône  correspondant  à  la  racine  simple  est 

(22)  (C)     ax^-\-  7.xt=zo'^ 

quant  à  l'équation  en  X,  elle  est,  dans  le  cas  actuel^ 

(23)  [\^kf(\-^l)=:0. 

23.  A  Paide  des  équations  (ao),  l'étude  des  propriétés 
communes  aux  deux  surfaces  devient  extrêmement  facile. 

Les  plans  polaires  d'un  point  (jfoi  J'c  ^0»  '0)  par  rap- 
port aux  surface^  (20)  sont 

(     jr,r+j,(<jjr    -f-r/)-4- AsoZ -f-^(j:  -f-cr)  — o, 
124)    \ 

!   kx^t  -^jr^[kny  ^-ct)^bz^z  -h  tJ^h.r-\-cy)  ~o. 
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On  constate  alors  que  : 

«  Les  sommets  A  et  C  des  deux  c6nes  sont  les  seuls 
points  qui  ont  même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux 
surfaces;  le  sommet  A  a  pour  plan  polaire  le  plan  tan- 
gent commun  BAC;  le  sommet  C  a  pour  plan  polaire 

))  le  plan  BAD,  lequel  est  le  plan  polaire  de  AC  par  rap- 

»  port  au  cône  (  A  ) .  >» 

Les  coordonnées  du  pôle  d'un  plan 


» 


Mx 

-h  N  r  -f-  P«  -h  Q 

sont 

données  par  les  équations 

^ 

bz^          x„  -4-  ry^ 

M 

p-         Q       ' 

^U 

^  kar^-^-f^h  _ 

hz^           liT^  -f-  rYn 

M 


pour  la  i"  surface, 
)    pour  la  2*  surface. 


On  déduira  de  là  que  : 

«  Les  pôles  d'un  plan  quelconque  passant  par  AB  sont 
))  distincts  par  rapport  à  chacune  des  surfaces,  et  se  meu- 
»  vent  sur  la  droite  AC ,  et  inversement.  » 

S4.  Nous  allons  enûn  démontrer  que  : 

K  Les  deux  surfaces  (  ao)  se  coupent  suivant  une  courbe 
»  du  quatrième  ordre  ayant  un  point  double  au  point  A 
))  où  les  deux  surfaces  se  touchent;  ce  point  double  est 
)>  un  point  de  rebroussement  ;  la  tangente  de  rebrous- 
»  sèment  est  Tarète  de  contact  du  plan  tangent  com- 
»  mun  ABC  avec  le  cône  (A)  correspondant  à  la  racine 
»  triple.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente 
>»  de  rebroussement  AB  coupe  les  deux  surfaces  suivant 
»  deux  coniques  osculatrices  ;  le  contact  est  du  second  or- 
»  dre.  » 

En  effet,  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  A 
coupe  les  deux  surfaces  (20)  suivant  deux  courbes  qui  se 


(59) 
louchent  en  Â;  le  point  A  est  donc  un  point  double  de 
la  courbe  d'intersection.  Les  tangentes  sont  données  par 
les  intersections  du  cône  (A)  (21)  avec  le  plan  tangent 
commun  £  =  o;  ces  deux  tangentes  coïncident  avec  AB  : 
la  démonstration  se  fera  comme  au  n®  18. 
Un  plan  quelconque  passant  par  AB, 

«=  «r, 

coupe  les  surfaces  (ao)  suivant  des  courbes  respective- 
ment situées  sur  les  deux  cônes 

!iy^»-+-  2xr-f-  a^bt^-^  1Cjrt:r:r  o^ 

Assimilant  ces  équations  à  celles  de  deux  coniques,  on 
voit  que  Téquationen  ^l  correspondant  aux  sécantes  com- 
munes est 

f      o  o  /•  -H  p     I 

;       o         a[k-{-\L)       •  «?(n- ^)   I  z=o,     ou     (X- 4-fx)^  =  o; 

I   X--t-pt     c(i-hfx)      a}b[i-\-\t.)   I 

cette  équation  a  une  racine  triple,  et  comme  le  système 
(les  sécantes  communes  correspondani  à  cette  racine  tri- 
ple se  compose  de  deux  droites  distinctes,  il  en  résulte 
que  les  deux  coniques  sont  osculatrices,  et  que  le  contact 
est  du  second  ordres  il  en  est  donc  de  même  des  cônes 
(aS),  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Réciproquement  :  «  Lorsque  deux  sui*faces  du  second 
»  ordre  se  touchent  en  un  point,  et  que  la  courbe  d'in- 
n  tersection  a  un  point  de  robroussement  en  ce  point  de 
'>  contact,  Téquation  en  X  a  trois  racines  égales,  et  le 
j  cône  correspondant  à  la  racine  triple  est  un  cône  pro- 
•j-  prementdit.  w 

On  démontrera  facilement  celle  réciproque,  en  pre- 


(6o) 
naiit  le  plan  tangent  commun  pour  plan  des  xy^  par 
exemple  le  point  de  contact  pour  origine,  et  la  tangente 
de  rebroussement  pour  axe  desx. 

II.  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  se  compose 
de  deux  plans  distincts, 

25.  Je  choisirai  ces  deux  plans  comme'faces  ABC  et 
A6D  du  tétraèdre  de  référence  ]  d'après  l'analyse  faite  au 
commencement  du  n^  19,  on  en  conclura  que  les  équa- 
tions des  deux  surfaces  sont 


(') 


(^)    (^-Hi)' 


—  o. 


A,,x»H-  A„/»-l- A3j2»H-A44r»-+-  aA,jxr-|-  2A,3.rz 

-+-  lAttXt  -h  2A2SJ24-  ^AuX'  "^  2AM«r=r  o, 

A„j:'-f- A„7'-l- Am«*-+-  A|4^'H-  2A,j.r^-|-  2A,s  J*2 

-h  2A,4Xf -4-  2Aiijrz  -h  2AuXt  -h  2B34  »/  — o, 

et  Téquation  en  X  sera 

A„  Aj,  A3,  (X-M)  A4,{X-m) 
A„  A„  A3a(X-M)  A4,(X-+-i) 
Ai3     Ajj     A3s(Xh-i)     B45 -h  XA43 

A,4        Aj4        B34  -i-  >  A34       A44  (>  +  i) 

Il  faut  exprimer  que  la  racine  —  i  est  triple,  c'est-à- 
dire  que  le  second  facteur  du  produit  (a)  s'annule  pour 
X  =  —  i;  on  trouve  ainsi 

(B34-A34r^AMA„-AÎJr=.o; 

on  ne  peut  pas  supposer  Ag^  =  Bg^,  car  alors  les  deux  sur- 
faces (i)  coïncideraient;  il  reste  donc 

(3)  A„A„~A;,r=o. 

Mais  si  nous  cherchons  Tintersection  de  la  droite 
AB  (2  =  o,  /  =  o)  avec  les  deux  surfaces  (i),  nous  avon» 

(4)  A,,.r>-^  2A„.rj-h  Aja/'— o; 


(6i  ) 
k  relation  (3)  exprime  que  les  points  détermines  par  l'é- 
quation (4)  sont  confondus.  Prenons  ce  point  pour  som- 
met A  du  tétraèdre  de  référence,  ce  qui  revient  à  supposer 

A,, 1=0,     A„=o; 

les  équations  des  deux  surfaces  seront  maintenant 

A„  J»  -f-  A31,  2'  -hJi4if^-^  a  A,3  :rz  4-  2  A,4  xt 
,^.      ,  -h  2A„7-z -H  2A„/^-f-  2A3«3^  — o, 

Anjr^  H-  A„  «'  -+-  A44  r*  H-  2  A.a  tz  -h  2A,«  at 

-4-  liAujrz  -h  2A,4/^-f-  2Bj4zr  =  o. 

Le  plan  tangent  en  A  a  pour  équation/^  =  o,  c'est-à- 
dire 

(6)  A,sz'4- A,4Ï=o; 

ce  plan  touche  donc  à  la  fois  les  deux  surfaces,  et  il  passe 
par  la  droite  AB,  intersection  des  plans  correspondant  à 
la  racine  triple. 

L'équation  du  plan  polaire  d'un  point  quelconque  situé 
sur  la  droite  AB  (xo,  j^,,  Zo  =  o,  /©  =  o)  est 

(7)  X.  (A,s  z  H-  A,4  0  -H  /o  (A„/  -4-  Am  2  -h  Au  0  =  ^' 

On  voit  par  là  que 

((  Le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  situé  sur  la 
»  droite  AB  est  le  même  pour  les  deux  surfaces;  ces 
»  plans  polaires  passent  par  une  droite  fixe  AS,  qui  est 
n  l'intersection  des  deux  plans 

-g  I  A.js  -f- A,4f=o, 

I  A„/-f-A„«-+-A24/  =  o.   » 

Le  premier  de  ces  plans  est  le  plan  tangent  commun 
aux  deux  surfaces,  et  passe  par  la  droite  AB  ;  le  second 
passe  par  le  point  A ,   mais  il  ne  contient  jamais  la 


(6a) 
droite  A6*,  car,  s'il  passait  par  cette  droite,  on  pourrait 
supposer  An  =  o,  et  Téquation  en  "k  aura  quatre  racines 
égales. 

Le  second  des  plans  (8)  est  visiblement  le  plan  polaire 
du  point  B,  nous  le  prendrons  pour  la  £ikce  CAD  du  té- 
traèdre de  référence,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons 

Am=0,       A,4i=:0. 

Les  équations  des  deux  surfaces  sont  alors 

AnX*  -h  Au  z'  -h  A**  ?*  -}-  2  A,8  jcz  -I-  2  A ,4  Jc^  -f-  2  A34  «r  ^n  o , 


(9)1 

I  A„7*  -H  A33  2'  -h  A4«  /'  -4-  2  A,3  xz  -f-  2  A,4  xt  -h  2  B34  z/  =:  o  ; 

et  Féquation  en  X  se  réduit  à 

o  A.3        •         A.4         i 

(lo)       (XH-i)'     A3,     A3,(À-f-i)     B34 -+->A34   i=o; 
A4,     B4, -hXA4,     A44(X-m)  1 

on  ne  pourra  supposer  nuls  niA]3,niAi^,  car  autrement 
l'équation  en  2  admettrait  quatre  racines  égaies. 

La  droite  AC  (y  =  o,  f  =  o)  rencontre  les  deux  sur- 
faces (9)  en  deux  points  déterminés  par  l'équation 


«es  deux  points,  dont  Tun  est  le  point  A,  sont  nécessai- 
rement distincts-,  nous  prendrons  le  second  comme  som- 
met C,€Vst-i-dire  que  nous  supposerons 

A33  =^  o. 

La  droite  AD  (jr  ==  o,  z  =0)  rencontre  les  deux  sur- 
faces aux  deux  points  définis  par  l'équation 

A44^^  -h  2  A,4a:/z=  oj 

nous  prendrons  le  point  distinct  de  A  pour  sommet  D, 
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c'esl-à-dîre  que  nous  ferons 

A44  =  o. 

Les  équations  des  deux  surfaces  deviennent  alors 

An/'  4-  2A„xz-h  2A„  j:/  -h  aAs4«^~o, 


('0 

\   AmJ*  -h  2  A„  xz  -h  2  Au  Jr/  4-  1  B,«  ztzzzo; 

Féquation  en  X  est 

(lî)  (X-M)MB3, -hXA,4):=o, 

et  réquation  du  cône  correspondant  à  la  racine  simple  est 

(i3)  A„j*-4-  2A,3X»  4-  2A,4Xf  zizo. 

Remarquons  que  les  courbes  communes  aux  deux  sur- 
faces (11)  sont 

A„/»-h  2Au^f  —  o; 

les  deux  arêtes  BC  et  BD  sont  tangentes  à  ces  courbes  aux 
points  C  et  D  respectivement. 

Le  point  B  n'a  pas  éié  choisi  d'une  manière  explicite;  si 
nous  prenions,  comme  sommet  B,  un  autre  point  sur  AB, 
la  face  CAD,  plan  polaire  de  ce  nouveau  point,  aurait 
une  position  différente^  il  en  serait  de  même  des  som- 
mets C  et  D  situés  sur  les  conique»  communes  aux  deux 
surfaces  :  les  nouvelles  arêtes  BC  et  BD  seraient  encore 
tangentes  à  ces  coniques. 

26.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  : 

<(  Lorsque  Téquation  eu  1  a  trois  racines  égales,  et  que 
»  le  c6ne  correspondant  à  la  racine  triple  se  réduit  à 
»  deux  plans  distincts,  les  deux  surfaces  sont  tangentes 
»  en  un  point  unique^  et  se  coupent  suivant  deux  courbes 
y^  planes  qui  se  touchent  au  point  de  contact  commun.  La 
)•  réciproque  est  vraie,  et  se  démontre  sans  difficulté.  )> 
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Prenant  pour  faces  ABC  et  ABD  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence les  plans  des  deux  courbes  communes;  pour  som- 
met A,  le  point  où  ces  deux  courbes  se  touchent;  pour 
sommet  B,  un  point  arbitraire  sur  l'intersection  AB  des 
deux  plans  ABC  et  ABD  ;  pour  face  CAD,  le  plan  polaire 
de  B;  pour  sommet  C  et  D,  les  points  où  ce  dernier  plan 
vient  rencontrer  respectivement  les  coniques  communes  : 
les  équations  des  deux  surfaces  se  ramèneront  à  la 
forme  définitive  : 

(S)     j' -h  aaxz -4- aèxr -f- 2f  z/  =  o, 


(i4)  , 

(T)     jr^ -h  T^axz -\- iibjct -j-  iCtZfz=o; 

l'équation  du  cône,  correspondant  à  la  racine  simple,  est 
(i5)    y^-\-2axz  ~\-  abxt  =  o,     ou     jr^-h  ^x{az-h  bt)  =0-, 

les  coordonnées  de  son  sommet  sont  définies  par  les  équa- 
tions 

(16)  x=zOy     jr  =z  o^      az  -{-  be=:0. 

Ces  équations  mettent  immédiatement  en  évidence  les 
propositions  qui  suivent  : 

«  Tous  les  points  de  Fintersection  AB  des  deux  plans 
)>  ABC  et  ABD  ont  même  plan  polaire  par  rapport  aux 
»  deux  surfaces;  tous  ces  plans  polaires  tournent  autour 
)>  d'une  droite  fixe  AS,  située  dans  le  plan  tangent  corn- 
n  mun  aux  deux  surfaces.  Le  sommet  S  du  cône,  corres- 
»  pondant  à  la  racine  simple,  se  trouve  sur  cette  droite 
»  AS. 

«  La  droite  CD,  intersection  du  plan  polaire  d'un 
»  point  B  (choisi  arbitrairement  sur  AB)  avec  le  plan 
»  mené  par  le  point  B  tangentiellemment  aux  deux  cour- 
»  bes  planes,  passe  constamment  par  le  sommet  S.  » 

Le  plan  polairedu  points,  défini  par  les  équations  (16), 
est 

(17)  az  —  bt-o. 
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Donc  : 

a  Le  sommet  du  cône  correspondant  à  la  racine  simple, 
V  a  même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux  surfaces;  ce 
^»  plan  passe  par  Tîntersection  des  plans  des  deux  coni- 
)'  ques  communes,  et  forme,  avec  le  plan  tangent  corn- 
n  mun,  un  système  harmonique  par  rapport  aux  plans 
»  des  deux  coniques.  » 

On  constate  aussi  que  : 

u  Les  pôles  d'un  plan  passant  par  AB,  distincts  par 
•  rapport  à  chacune  des  surfaces,  se  meuvent  sur  la 
»  droite  AS  qui  joint  le  point  de  contact  des  deux  sur- 
»  faces  au  sommet  du  cône  correspondant  à  la  racine 
»  simple;  et  inversement. 

27.  Nous  démontrerons  enfin  cette  proposition  : 
«  Un  plan  quelconque,  passant  par  la  droite  AB,  in- 
n  tersection  des  plans  des  deux  coniques  communes, 
»  coupe  les  deux  surfaces  suivant  des  coniques  oscula- 
»  trices  ;  ces  coniques  ontun  contactdu  troisième  ordre.  » 
En  effet,  Téquation  d'un  plan  quelconque  passant  par 
AB  étant 

les  intersections  des  surfaces  (i4)  par  ce  plan  seront  sur 
les  cônes 

(  .>' '  "^  ^'^ **  "*"  ^- *  ^  •'^*  "*"  ^ *^ ^*  ^^  ^^ ' 

(i8)  \  • 

I  J-*  -h  2fl  .rz  -h  2  a  ^  J'3  -H  2  «c,  2'  =  G  ; 

les  équations  de  ces  deux  cônes,  qui  ont  le  point  D  pour 
sommet  commun,  peuvent  être  assimilées  à  celles  de 
deax  coniques;  Téquation  en  fji,  correspondant  aux  sys- 
tèmes de  sécantes  communes ,  est  ici 

!  o  O        (fl-f- aô)(fx -+-l) 

O  ^         /*  H- 1  G  =:  O, 

i  (a  4- a6)({x-hl)         o  2a(c-|-f,)fi 

Ann.  da  Mathémat.,  2^  série,  t.  VIII.  (Février  18G8.) 
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OU 


les  trois  racines  sont  donc  égales;  d'ailleurs  le  système  de 
sécantes  communes,  correspondant  à  cette  racine  triple, 
se  compose  de  deux  droites  coïncidentes;  par  conséquent 
les  deux  cônes  sont  osculateurs,  et  le  contact  est  du  troi- 
sième ordre;  d'où  la  proposition  énoncée. 

a  Un  plan  quelconque,  passant  par  le  point  A,  et  ne 
»  contenant  pas  la  droite  AB,  coupe  les  surfaces  suivant 
>»  des  coniques  simplement  tangentes.  » 

Le  fait  est  facile  à  constater. 

III.  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple 
se  compose  de  deux  plans  coïncidents. 

28.  Prenons  ce  plan  pour  face  ABC  du  tétraèdre  de 
référence;  en  exprimant  que  Téquation  du  cône,  corres* 
pondant  à  la  racine  triple,  ne  renferme  que  le  terme 
en  <',  nous  trouvons  que  les  équations  des  deux  surfaces 
sont  de  la  forme 


(•) 


A„x'+ Anj^'-h  A„«'-t-  Aut'-+-  2A„xr  -+"  aA„xz 

-+■  2A„Xt  4-  2A„^8  4-  nAuXt  -H  iA,tZt=z  o, 
A„x'-t-An/'H-  A„s»-(-  8,4»»  4-  aAiiXj'-f  2A„xz 

H-  iA„xt  -h  iAnjrz-i-  nAuft  ■+■  2  AuZf  :=  o; 
l'équaiion  en  ï.  est 

A„ 
A„ 
Au 
A» 


(^) 


(>  +  •;• 


A„ 
A„ 
A„ 
Au 


A„ 
A„ 
A.. 
A,. 


A4,(X-l-i) 
A„  (X  +  i) 
A„{X-Hl) 
B„  +  XA„ 


o; 


celle  du  cône  correspondant  à  la  racine  simple  est 


A„x'-f-  A„y^-h  Aaal'-t- 


B„  -"-  À.  A4» 


2A„.rjr 


[3)    ■■■•"    ■   """"     ■    ■'"'    ■        )., -T-i 

(       i-2A„xz  \-iA„xt  -T-iAayz-hiAuyt  -h^AuZi. 


(67) 
Or,  It  sommet  de  ce  cône  nVst  pas  dans  le  plan  ABC^ 
car,  s'il  y  était,  Tintersection  de  la  surface  (3)  par  le 
plan  ABC  ou  «  =  o,  savoir  : 

A,,X»-f- AîîJ^-l-  Aas^^-H  2A„J7-  -h  2A,8X3  -h  2A„72--  o, 

devrait  se  réduire  à  deux  droites  -,  on  aurait  donc 

I  An     A,.     A.,  I 

l4)  ,  Aj,     A„     A„  I:  :o; 

I    A31       Aaa       A33    j 

réqaation  (2)  aurait  alors  quatre  racines  égales;  on  le 
voit  immédiatement,  en  développant  le  déterminant  par 
rapport  aux  éléments  de  la  dernière  colonne,  et  en  te- 
nant compte  de  la  relation  (4)* 

?ioQs  pouvons  donc  prendre  le  sommet  du  cône  (3) 
pour  sommet  D  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire 
exprimer  que  I  équation  (3)  ne  renferme  pas  de  termes 
en  /,  on  a  ainsi 

B44  4-  X,  A44  =:  o,       A,4^::nO,       A,4  =  O,       A34  =::  O. 

Les  équations  des  deux  surfaces  deviennent  alors 
/  A.,  X»  -j-  A„7-»  4-  A,8  »'  -h  A44  /» 

^  An  a:»  -H  A»/'  4-  A3,  i"  -4-  B44  /» 

-H  nAxiXjr  -{-  2A,3«2  +  2Axijrz=io. 

Les  intersections  des  deux  surfaces  par  le  plan  ABC 

ou  f  =  o  sont 

(6)  A„ar«4- A„7*-+-  A38z'  +  2A„x7  4-iîA„xz-+-aA,sr«  =  o; 

on  peut  prendre  pour  sommets  A,  B,  C,  ceux  d^un  tri- 
angle conj  ugué  par  rapport  à  la  conique  (6),  c'est-à-dire 
supposer 

An  ~  -  o,       A,3^^0,       Aa,  rzx  o. 


(68) 
En  définitive,  les  équations  des  deux  surfaces  se  ra- 
mèneront à  la  forme 

/ 

ré([uation  du  cône  correspondant  à  la  racine  simple  sera 

(7)  flx'-h  ^7 *-+-«*=  o. 

c(  Les  deux  surfaces  ont  donc  eu  commun  la  courbe 

(8)  t^=zOy     ûx^-f- è7»-f-«»=  o; 

»  et,  en  chacun  des  points  de  cette  courbe,  les  deux  sur- 
»  faces  ont  même  plan  tangent,  on  dit  alors  que  les 
»  surfaces  sont  circonscrites  Tune  à  Pautre  suivant  cette 
»  courbe.  » 

En  effet,  les  équations  des  plans  tangents  à  chacune  des 
surfaces  en  un  point  (Xo,  j^o»  «o»  ^0)  sont 

(  axa  JT  -+-  by^x  -h  rz,  z  -t-  dt^  t  r-  o, 
(q)  ' 

\  ax.x  -\-  by.jr  -f-  et.  z  -i-  d, t^t  --  o, 

avec 

o*-]  4-  bxl  4-  cil  -+-  ^^î  —  «. 
axl-h  bY\-}rrz\-hdtt\=Oi 

or,  ces  deux  plans  coïncideront  évidemment  si  le  poiut 
choisi  appartient  à  la  courbe  (8),  et  ne  coïncideront  que 
dans  ce  cas. 

«  Le  cône  correspondant  à  la  racine  simple  est  circon- 
)>  scrit  à  chacune  des  surfaces  suivant  leur  courbe  de 
»  contact.  » 

Car  lorsqu'on  suppose  t^  nul,  le  plan  (9)  devient  un 
plan  tangent  au  cône  (7). 

On  démontrera  facilement  que  : 

((  Réciproquement  :  si  deux  surf  ^ces  du  second  ordre 
»  sont  circonscrites  Tune  a  l'autre  suivant  une  conique 


(69) 
»  proprement  dite,  rëquation  en  X  admet  une  racine  tri- 
n  pie,  et  le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  se  ré- 
»  duit  à  deux  plans  coïncidents.  » 

29.  Les  plans  polaires  d^un  point  (Xe,  jo9  ^oi  U)^  par 
rapport  à  chacune  des  surfaces  (6),  ont  pour  équations 


(lo)  . 

(  flXj  X  -+•  bjr^y  -h  ce,  2  -h  «/,  f,  r  =  o 

D'après  cela,  il  est  visible  que  : 

tt  Les  points  qui  ont  même  plan  polaire  par  rapport 
»  aux  deux  surfaces  soiit  ;  d'une  pari,  tous  les  points  du 
»  plan  de  la  courbe  de  contact,  et  les  plans  polaires  de 
»  ces  points  passent  par  le  sommet  du  cône  correspon- 
»  dant  à  la  racine  simple  ;  d^autre  part,  le  sommetdu  cône 
ff  correspondant  à  la  racine  simple,  le  plan  polaire  de  ce 
»  dernier  point  est  le  plan  de  la  courbe  de  contact. 

»  Lorsqu'un  plan  tourne  autour  du  sommet  dn  cône 
»  correspondant  à  la  racine  simple,  son  pôle  est  le  même 
>)  par  rapport  aux  deux  surfaces,  et  se  trouve  évidem- 
»  ment  dans  le  plan  de  la  courbe  de  contact.  » 

(  La  suite  prochainement,  ) 


NOTE  SUR  UNE  FORMULE  DE  LEiOXITZ; 

PâV  M.   Placidr  TARDY, 
Recleur  de  rUniTersitc  de  Gônes. 


(Citi'ait  dn  Bulietin  de  Bibliographie  et  d^Histoire  des  Sciences  ma  thé- 
matiques et  physiques  f  publié  par  le  prince  B.  Boncompaçni,  t.  1, 
)uiDi868.) 


L'analogie  qui  existe  entre  les  diilerentielles  du  produit 
de  deux  ou  do  plusieurs  fonctions,  et  les  puissances  do 


(7o) 
leur  somme  a  été  signalée  pour  la  première  fois  an 
public  par  Leibnitz,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Sym" 
bolismus  memorabilis  calculialgebraiciet  infinitesimalis^ 
in  comparatione  potenfiarum  et  differentiarum ;  et  de 
Lege  Homogeneorum  iranscendentali^  et  inséré  dans 
le  tome  I  des  Miscellanea  Berolinensia.  Ce  Mémoire  ne 
porte  aucune  date  ;  mais  le  volume  qui  le  contient  porte 
le  millésime  de  1710.  II  a  été  reproduit  depuis  dans  le 
tome  lU  des  OEui^esde  Leibnitz,  publiées  par  Louis  Du- 
tens,  à  Genève,  en  1768.  Dans  ce  Mémoire,  Tillustre 
Auteur  fait  d'abord  remarquer  la  correspondance  entre 
les  divers  termes  de  la  série  qui  représente  la  puissance 
d'un  binôme  (x  4-j^)*,  qu'il  écrit,  pour  rendre  l'analogie 
sensible,  sous  la  forme 

p'(x  -\-x)=ztp'j:p*jr  -^  -^p'-'rpy 

^  _J p'-^^rp'r  -4-  -^ —^ -p'-^xp^Y 

1.2'^  '  !  .2.3  "^  " 

^  ---.-. 2-:3T 'p-'-p'y-^-^ 

et  entre  les  termes  de  la  dilférentielle 


I  .2  1.2.3 

-r-  IL^ -IK":- .-H^Zl^  ,.-..^.^  H- .  .  . , 

1 .2.3.4 
laquelle  s'obtient  en  substituant  au  symbole  /?  de  la  puis- 
sance le  symbole  d  de  la  difTércntiation.  Il  annonce  en* 
suite  que  la  même  analogie  a  lieu  entre  la  puissance  d*un 
polynôme,  par  exemple,  d'un  trinôme  p^  (^-^y-^  -)» 
et  la  différentielle  du  produit  d*  (xyz). 

Toutefois,  plusieurs  années  avant  la  publication  des- 


(7'  ) 
Miscellanea  Berolinensia^  Leibnitz  était  déjà  en  posses- 
sion du  tbéorème  en  question,  et  Ton  trouve  des  traces 
de  celte  découverte  dans  la  correspondance  entre  lui  et 
Jean  RernouUi ,  imprimée  en  1745»  Dans  une  lettre  de 
Leibnitz  à  Beruoulli  du  6 — 16  mai  1695,  on  trouve  la 
première  indication  de  {^analogie  entre  les  différentielles 
d'un  produit  et  les  puissances  d'une  somme,  et  Bernoulli, 
dans  sa  réponse  (8 — 18  juin  1695),  en  louant  Pélégance 
de  ce  résultat,  semble  presque  soupçonner  que  Ton  en 
peut  encore  tirer  quelque  conséquence  pour  les  in  légrales, 
bien  qu  il  déclare  n'avoir  pas  pu  examiner  suffisamment 
la  question  :  Nonrfum  salis  vacat^it  examinare  an  quid 
inde  pro  summationibus  elici  possit.  Il  indique  d'ail- 
leurs un  procédé  pour  obtenir  l'intégrale,  lequel  consiste 
à  chercher  une  troisième  proportionnelle  à  la  difTéren- 
lielle  de  l'expression  à  intégrer  et  à  l'expression  elle- 
même,  et  dans  lequel  se  trouve  posé  pour  la  première  fois 
le  principe  de  considérer  le  symbole  d'opération  V/ comme 
un  symbole  de  quantité  :  Consideratis  intérim  dj  d^y 
//',  <i*, . .  . ,  tanquam  quantitatibus  algebraicis,  et  non 
ut  Utteris  fantummodo  caracten'sticis.  Et  dans  une  lettre 
do  5 — 17  juillet  1695,  il  retrouve,  cotnme  application  , 
sa  célèbre  série 


Jnd.c  ~i  nz  —  tin 


-2 


x.'idz 


3' 

d^n rr-. d'n 


I  .l/idz"  I  .2.3.4^/5» 


qu'il  avait  déjà  donnée  dans  les  jictes  de  Leipzig  de  no- 
vembre 1694  ;  et  il  se  réjouit  de  cet  accord  inespéré,  qui 
vient  confirmer  la  justesse  de  sa  dernière  méthode,  ubi 
tant  mirabiliter  et  contra  omnem  consuetudinem  cum 
Utteris  d  proceditur.  Or  le  procédé  de  Bernoulli  revient 
au  fond  à  dire  qu'il   faut  prendre  pour  fndz  la  série 


(7-) 
analogue  à  celle  que  donne  le  développement  de  — - —  ou 

de  (dz  -h  i)"*.  Mais  Tanalogie  entre  les  intégrales  et  les 
puissances  négatives  n^avait  pas  encore  été  aperçu.  Leib- 
nitz  lui-même,  quoique  ayant  déjà  établi  la  signîficalion 
du  symbole  d  avec  un  indice  négatif,  en  comparant  les 
sommes  aux  racines,  ne  parait  pas  s'en^tre  encore  fait  une 
idée  nette  ;  et  la  première  fois  qu'il  énonce  claîremeut  et 
complètement  le  théorème,  c'est  dans  un  Post-scriplum, 
à  une  lettre  adressée  par  lui  au  célèbre  géomètre  Guil- 
laume^Fratiçois  de  THospital,  Marquis  de  Saint-Mesme, 
et  datée  de  Hanovre,  le  3o  septembre  (N.  St.)  1695.  Dans 
ce  Post'Scnptum^SLU([ue]  il  est  fait  allusion  dans  deux  pas- 
sages de  la  correspondance  précitée,  Leibnitz  commence 
par  donner  la  série  de  BernouUi  à  la  suite  du  développe- 
ment de  p"^  (x  -h/);  puis  il  fait  observer  que,  plus  géné- 
ralement, de  p'(x  -h y)  on  déduit  d^(xy)^  et  il  ajoute 
que,  si  e  était  négatif  et  =  — /i,  d'  se  changerait  en  J*". 
II  indique  encore,  dans  Ir  même  endroit,  comment  Tana* 
logie  peut  s^étendre  au  cas  des  indices  fractionnaires,  et 

exprimer,  par  exemple,  d'(xj)  au  moyen  d'une  série  in- 
finie «  quoyque  cela  paroisse  éloigné  de  la  Géométrie,  qui 
ne  connoist  ordinairement  que  les  différences  à  exposants 
entiers  aSirmatifs,  ou  les  négatifs  à  Tegard  des  sommes, 
et  pas  encore  celles,  dont  les  exposans  sont  rompus  ». 
Plus  tard,  Leibnitz,  dans  sa  lettre  du  20 — 3o  octobre  1695* 
communiquait  à  BernouUi  Tapplicalion  de  l'analogie 
observée  aux  intégrales,  et  celui-ci  lui  demandait,  dans 
sa  réponse,  ce  que  serait  d'*[xj)  pour  m  fractionnaire 
ou  irrationnel^  à  quoi  Leibnitz  répliquait  en  reproduisant 
ce  qu'il  avait  écrit  au  Marquis  de  l'Hospital.  D'après  cela, 
n'est-il  pas  singulier  que  celte  extension  si  remarquable 
et  si  bien  appréciée  n'avait  été  nullement  mentionnée 
dans  son  Mémoire  intitulé  :  Symbolhmus  meinorahilis^ 


{  7M 
publié  lant  d^années  après  ?  Bernoullî  lin-méme,  en  re* 
cevant  le  volume  des  Miscellanea  Berolinensia^  reste 
frappé  d'un  tel  silence,  et  le  lo  décembre  1710.  il  lui 
écrit  :  Quœ  de  sjmbolismo  calculi  algebraici  et  infi- 
nitesimaliSy  in  comparatiofie potentiaruni  et  différent ia- 
mm  habes^  nondntn  exhauriunt  omnia  quœ  ante  lias 
quindecim  annos  internas fuerunt  agitata^  et  il  lui  rap- 
pelle en  particulier  l'application  qui  en  avait  été  faite  aux 
intégrales.  A  quoi  Leibnitz,  tout  en  déclarant  se  souvenir 
des  communications  échangées  entre  eux,  répond  pour 
unique  raison  :  Symbolismus  calculi  algebraici  et  infmi- 
tesimalis  dare  volui  simplicifer. 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  1754,  Lagrange,  à  peine  âgé  de 
dix-huit  ans,  ignorant  complètement  les  recherches  de 
Leibniiz  sur  ce  sujet,  adressait  au  Comte  de  Fagnano  une 
lettre  (sa  première  production,  et  la  seule  qu'il  ait  écrite 
en  langue  italienne),  dans  laquelle  il  mettait  en  évidence 
cette  analogie,  comme  l'avait  fait  précisément  le  grand 
géomètre  allemand. 

Arago  rapporte,  dans  son  Éloge  de  Fresnelj  que  La- 
grange racontait  qu^ayant  trouvé  par  hasard,  dans  les 
Œuvres  de  Leibnitz,  la  formule  qu'il  avait  regardée 
jusque-là  comme  sa  découverte,  il  en  éprouva  un  si  pro- 
fond chagrin,  qu'il  s'évanouit  complètement,  et  qu'il  s'en 
fallut  même  peu  que  dès  ce  jour  il  ne  renonçât  tout  à  fait 
aux  études  mathématiques. 

Il  semblerait  que  de  nos  jours  bien  des  gens  ont  la  fibre 
moins  sensible. 

Les  premiers  théorèmes  de  Leibni  tz  restèrent  cependan  t 
inféconds  jusqu'au  jour  où  le  même  Lagrange  publia, 
dans  le  volume  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1 772, 
son  beau  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  une  nouvelle  espèce  de 
calcul  relatif  à  la  différentiation  et  à  l'intégration  des 
quantités  variables  » .  Là^  sans  faire  aucune  mention  de 


(  74  ) 
sa  leitrc  au  Comle  de  Fagnaiio,  il  commence  par  recon- 
naître les  droits  de  Leibnitz,  et  généralisant  les  idées,  il 
fait  voir  l'analogie  qui  existe  entre  les  diilérences  finies 
et  les  puissances  positives,  entre  les  sommations  et  les 
puissances  négatives.  De  cette  manière  il  parvient  à  quel- 
ques formules  symboliques  très-importantes,  qui,  trou- 
vées par  induction,  furent  démontrées  plus  tard  par 
Laplace,  Lorgna  et  d'autres,  et  que  Ton  peut  regarder 
comme  le  point  de  départ  des  travaux  de  Lorgna,  d'Ar- 
bogast,  de  Français,  de  Lobatto,  etc.,  lesquels,  fécondant 
en  quelque  ^rte  l'idée  émise  par  Bernoulli,  ont  proposé 
de  séparer  les  caractéristiques  des  fonctions  qui  leur  sont 
soumises,  et  de  les  traiter  comme  des  symboles  de  quan- 
tités ;  et  ont  ainsi  donné  naissance  au  calcul  moderne 
des  opérations,  cultivé  spécialement  par  les  géomètres 
anglais,  et  dont  les  vrais  fondements  furent  établis  par 
Se  r  vois. 

Deux  des  formules  particulières  données  par  Lagrange, 
savoir  : 


te 


«"   (^\  =:[logfl-f-Aj)]% 


dans  lesquelles  o)  est  la  diflérence  constante  de  x  et  qui 
sont  vraies  pour  x  positif  ou  négatif,  furent  étendues  au 
cas  de  n  fractionnaire  dans  un  ouvrage  intitulé  :  Nuoue 
ricerche  analitiche,  geomef riche  et  meccanichey  contc^ 
nenti  i  metodi  generalî délia  dwisione,  iscrizione,  e  cir- 
coscrizione  délie  figure^  dedotte  dalla  comparazione 
délie  série }  di  Lijigc  Forjni,  Professer  di  Maternât iche 
délia  R.  Scuola  T.  P.  d'Artigleria  in  Pavia^  Pavia,  nella 
Tipografia  Bolzani;  1811  (p.  34  et  suiv.). 

Le  théorème  de  Leibnitz,  qui,  en  désignant  par  D  la 


(75  ) 
dérivée  et  par  (pi)^  le  coefficient  binomial 

1.2.3.  .  .r 
est  exprimée  par  Téqualion 

ïy^ui*=  uD^u-^  (fx),Dtf  Di*-'p 


(A)    . 

dans  laquelle  son  auteur  avait  déjà  prouvé  que  Ton  pou- 
vait faire  ft  fractionnaire,  a  été  démontré  vrai  pour  fx 
quelconque  par  M.  Liouville  {Journal  de  VÈcoh  Poly-- 
technique,  ai®  cahier,  t.  XIII,  i832,  p.  117  et  suiv.),  en 
partant  de  sa  définition  générale  des  dérivées  k  indices 
quelconques,  d'après  laquelle,  en  supposant 

on  a 

Dans  un  Mémoire  présenté  en  i844  au  Congrès  scien- 
tifique de  Milan,  et  reproduit  avec  de  légers  changements 
et  suppressions  en  i858,  dans  le  tome  I  des  jinnali  di 
Maleniatica  pura  ed  applicata  du  Professeur  Torlolini, 
nous  avions  aussi,  suivant  notre  point  de  vue,  démontré 
qae  la  formule  (A)  avait  lieu  pour  ^  quelconque. 

Cette  démonstration  ne  fut  pas  insérée  dans  les  jénnali^ 
et  aujourd'hui  je  vais  la  reproduire  ici,  pour  répondre  à 
la  bienveillante  invitation  de  M.  le  Prince  Boncompagni. 

La  formule  foudamentale  que  l'on  obtient  au  moyen 
d'intégrations  par  parties  successives,  et  que  nous  avions 
prise  pour  exprimer  l'intégration  à  indice  quelconque 
(lune  fonction,  peut  s'écrire,  d'une  manière  abrégée, 

0      S'^^(x)  dx^ >        '  / 7  DV 

^[^)  LJk  1.2.3    ..X-     fi -4-  A-       ^ 


(  76) 
Faisons  y  (  j*)  =  «i^,  u  et  i^  élanl  des  fondions  de  x\ 
nous  aurons 

Or,  comme  le  coefficient  (A)^  s'annule  pour 

Xz=:0,       I,       2,...,       r— I, 

il  est  clair  que  nous  pourrons  mettre,  dans  le  terme  gêné-         | 
rai,  A  -h  r  au  lieu  de  Ar,  ce  qui  lui  donnera  la  forme 

multiplions  et  divisons  par 

i 
fi(f*-hl)...(f*-hr— i),  ! 

ei  observons  que 

f*(u-f-i)..    (pH-r-  i)rift)rz=r(>-+-r). 


I  .2   3.  .  .|  X- -H  r)         I.2.3..    /•     i.2.3...r 
Le  terme  se  réduira  par  là  à 

/—  »\ D*^// '  \  — •  — — — -  .ly'i'f 

k  —  o 

et  par  Tcquation  (i)  elle-même,  il  est  égal  à 
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En  substituant  donc  dans  (i),  il  viendra 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  formule  est  encore  vraie 
pour  a  négatif,  en  substituant  le  symbole  e/ au  symbole  / 
affecté  d'un  indice  négatif.  Soit,  en  effet,  t  un  nombre 
positif  quelconque,  mais  tel  que  Ton  ait 

p  étant  entier,  et  soit  r  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  T  ;  en  prenant  la  dérivée  d'ordre  p  de  la  formule  (3  ), 
il  viendra 

--^\yv-¥  (^),  D a D'— ••»-+- .  .. 

f  (^j.D'tfD'-'p-i-  (^)r-,D'-^-'«/''-^'-Vr/.r-^'-'^-h.  .  , 

^  (-  fi),  (p)r^^  ÏYu  Jy-^^^  -f-  (-  fi),  (/;),_,  D*^'  uf'^'^'-  ^  ^x'-^-"^  -4-  . . . 
-;-fi)rD''«D'^-'p4-(—  fi)r(/;),D'-»-'tt/'*^'--prVjr^-^«-:"--f-.  .  . 

-  (-  fi)r+,  D*^'  U /''+'-'  V  dx'-^'"''  -h 

Mais,  par  une  propriété  connue  des  coefficients  bino- 
miaiix,  on  a 

{p)t  -^-  (-  f^M/'V-.  -t-  (-  f*)n»r-2  -f- ...  +  (-  fi )r 

=  (P  —  I^)r^{r\, 
donc 

(4)    ^  -+-(T),D'«D^-'p-f-...-+-(T),D^«D^-^' 

Nous  pouvons  conclure  de  là  que  la  forme  de  I^eibnilz 
pour  la  dérivée  d'un  produit  subsiste  pour  un  indice  quel- 
conque, entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif. 
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Questions  9i2  et  91^ 

^TOirfsérie,!.  Vill,  p.  48); 

Par  m.   ANDRÉ, 

Ancien  é\èfe  de  l'École  Normale,  Professeur  à  Sainto-Btrbe. 

I. 

Théorème.  —  Étant  données  deiix  suites  de  n  nom- 
bres entiers  a^  Ut^  as^...,  a^,  b^^  b%y  b^y.,,^  b^,  dont  les 
termes  se  correspondent  de  telle  sone  quon  ait 

51  Von  désigne  par  D«  le  plus  grand  commun  diviseur, 
et  par  M^  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 
de  la  première  suite,  par  D^  le  plus  grand  commun  di- 
viseur, et  par  M^  le  plus  grand  commun  multiple  des 
nombres  de  la  seconde,  on  a 

M.  D*  —  M*  D.  =  P. 

Premièi^  démonstration,  —  Soit  p  un  facteur  pre- 
mier qui  a  a  pour  plus  fort  exposant  dans  la  première 
suite,  (3  pour  plus  faible  exposant  dans  la  seconde  :  il  y 
aura  évidemment  dans  P  un  exposant  égal  à  a  + 13.  Or, 
ce  même  facteur  premier  entrera  dans  M^  avec  Texpo- 
sant  a,  dans  D^  avec  Texposant  /S,  et,  par  suite,  dans  M«D^ 
avec  Texposant  a  +  (3.  Donc 

M«D*=P. 
De  même 

M^Da^P. 

Deuxième  démonstration,  —  Nous  nous  appuierons 
sur  ce  lemme  connu  :  n  Pour  qu'un  multiple  de  plusieurs 
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nombres  soit  le  plus  petit  commun  diviseur  de  ces  nom- 
bres, il  faut  et  il  suffit  qu'en  le  divisant  séparément  par 
chacun  d'eux,  ou  obtienne  des  quotients  premiers  entre 
eux.  )> 

P 
Cela  posé,  si  Ton  a  Jc  =  --9  or  est  le  plus  petit  com- 
mun multiple  des  nombres  de  la  première  suite.  En  effet, 
X  est  un  multiple  commun  de  ces  nombres,  car  il  est 
égal  à  Tun  quelconque  d'entre  eux,  multiplié  par  le  quo- 
tient qu'on  obtient  en  divisant  par  D^  le  nombre  corres- 
pondant de  la  seconde  suite;  de  plus,  x  est  le  plus  petit 
commun  multiple  de  ces  nombres,  car  en  le  divisant  sé- 
parément par  chacun  d'eux,  on  obtient  les  mêmes  quo- 
tients qu'en  divisant  par  D^  les  nombres  de  la  seconde 
suite,  c'est-à-dire  des  nombres  premiers  entre  eux. 
Donc  X  =  Ma.  Donc 


De  même 


M.  D*  =:  P. 
M*  Da  ==  P. 

II. 

De  ce  théorème  résultent  immédiatement  les  corol- 
laires suivants  : 

Corollaire  I.  —  Le  plus  petit  commun  multiple  de 
plusieurs  nombres  est  égal  à  un  multiple  commun  quel- 
conque de  tous  ces  nombres  divisé  par  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  quotients  qu'on  obtient  en  divisant 
ce  multiple  séparément  par  chacun  des  nombres  donnés. 

Corollaire  II.  —  Le  plus  grand  commun  multiple  de 
plusieurs  nombres  est  égal  à  un  multiple  commun  quel- 
conque de  tous  ces  nombres  divisé  par  le  plus  petit  com- 
mun multiple  des  quotients  qu'on  obtient  en  divisant  ce 
multiple  séparément  par  chacun  des  nombres  donnés. 
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Corollaire  III.  —  En  multipliant  le  plus  pelil  com- 
mun multiple  des  produits  K  à  K  de  ai  nombres  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  produits  n  —  K  à  «  —  K, 
on  obtient  le  produit  des  n  nombres  donnés. 

Corollaire  IV.  —  Le  plus  petit  commun  multiple 
de  n  nombres  est  égal  au  produit  de  tous  ces  nombres 
divisé  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs  pro- 
duits n  —  1  à  71  —  I .  (Question  91a.) 

Corollaire  V.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de 
n  nombres  est  égal  au  produit  de  tous  ces  nombres  divisé 
par  le  plus  petit  commun  multiple  de  leurs  produits 
n  —  I  à  n  —  I.  (Question  9i3.) 

Note  du Rédactew\-^LA  question  913  est  intéressante 
parce  qu^elIe  est  la  généralisation  d^un  théorème  bien 
connu  relatif  au  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres. 

Le  théorème  que  démontre  M.  André,  et  dont  il  déduit 
les  solutions  des  questions  912  et  913,  est  de  M.  Le  Bcs- 
gue^  on  le  trouve  énoncé  dans  ses  Exercices  d^ Analyse 
numérique  (Paris,  1819),  P*  ^^^  ^^^^  '^  forme  suivante  : 
En  nommant  D  le  plus  grand  commun  dii^iseur,  m  le  plus 
petit  multiple  de  plusieurs  nombres  a,  b^  c,,  ,  *y  on  a 
toujours 

/P    P    P         \ 
\a     b     e  ) 

M.  Le  Besgue  fait  remarquer  que  si  les  deux  suites 

A,     bi     ^s-  .  ., 
sont  telles  que 

rt,  ^,  =z  tf  j  ^2  =:  <73  /^j  =: ,  .  .  nr  p, 

comme  P  est  multiple  de  tous  les  nombres  a  et  aussi  de 
tous  les  nombres  &,  et  que  le  plus  petit  multiple  commun 
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divise  un  multiple  commun  quelconque,  on-  a 
P  —  D(a„  flj,  <Ï3,. .  .)/ii(i>i,  A„  A3,. . .). 

C'esi  le  théorème  démontré  par  M.  André. 

M.  Demartres,  de  Mezîn  (Lot-et-Garonne),  nous  a 
adressé  une  solution  des  questions  912  et  913  qui  ne  dif* 
fèrepa»  essentiellement  de  celle  de  M.  André. 


DISCliSSIOK  DE  LA  FRACTION 

ûjc'  -J-  6x  -f-  c 
Par   m.    DâRBOUX. 

Nous  nous  appuierons  sur  les  lemmes  suivants  : 

Lekhe  I.  —  Considérons  les  deux  équations  du  se- 
cond  degré 

(i)  ojt'  -f-  A.r  H-  c  =  o, 

(2)  û'.r»  4-  b*x  4-  c'  =  o. 

Soient  a,  ^  les  racines  de  la  première  équation,  a',  j3^  les 
racines  de  la  seconde.  On  a  P identité 

Cette  identité  se  démontre  très-facilement,  il  suffit,  par 
exemple,  de  remplacer  &,  c,  b\  c'  par  leurs  expressions 
en  fonction  de  a,  a'  et  des  sommes  et  produits  des  ra- 
cines. 

Comme  on  a  d^ailleurs,  en  vertu  de  la  décomposition 
dn  trinôme 

ax^ -i-  b.T  -4-  c=:/i(.r  —  cl)[x  —  p). 
^nn.  àf  Mathémat.^  2'  série,  t.  VIII.  (Février  1869.)  ^ 
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Nous  voyons  que  le  premier  membre  de  1  identité  (3), 
premier  membre  que  nous  désignerons  par  û,  peut  s'é- 
crire des  deux  manières  suivantes  : 

(4)  A  ---I  4«'  (flV  -t-  b'oi  H-  c')  (a'  pî  -h  /;'  p  -r  c'), 

(5)  A=4/^''(./a"-h6a'^-c)(/2p''4-6p'4-r). 

Lemme  II.  —  L équation  A  =  o  donne  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations  du  second 
degré  (i)  «£  (2)  aient  une  racine  commune. 

En  effet,  si  nous  nous  reportons  à  Tidentité  (3),  nous 
reconnaissons  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  A  soit  nul,  c'est  que  Tun  des  quatre  facteurs 
^^^^^     a«P',      p_a',      p_p' 

soit  nul,  c'est-à-dire  qu'une  des  racines  a,  |3  soit  égale  à 
une  des  racines  a',  |3'. 

Lemme  III.  —  La  quantité  A  ne  peut  être  négative 
que  si  les  quatre  racines  a,  (3,  a',  ^*  sont  réelles  y  et  il 
faut  en  outre  que  Vune  des  racines  du  numérateur,  et 
une  seule,  soit  comprise  entre  les  deux  racines  du  déno^ 
nùnateur. 

En  d'autres  termes,  supposons  qu'on  porte  sur  une 
droite  des  longueurs 

OA  =  a,        OB  =:  p, 
OA'=a',     OB'  =  p', 

il  faut,  suivant  l'expression  de  M.  Chasles^  que  les  seg- 
ments ÂR,  A'B' empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Démonstration,  —  Supposons  en  effet  que  les  racines 
d'une  des  équations  de  la  première,  par  exemple,  soient 
imaginaires.  Alors,  d'après  l'identité  (4)9  A  devra  être 
considéré  comme  un  produit  de  deux  facteurs  imagi- 
naires 

(6)         2/î(«'a»-f  è'a  -f-r)      et      2fl(^'p'-f-  6'p  -f-f). 
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Ces  facteurs  sont  conjugues  puisque  a  et  /3  sont  conju- 
gués. Donc  A  est  positif. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  quatie  racines  a, 
(3,  a\  p'  sont  réelles.  Si  A  est  négatif,  les  deux  facteurs 
de  û  (6)  seront  de  signes  contraires.  Le  trinôme 

aura  donc  pour  a  et  ^  d«s  valeurs  de  signes  contraires; 

il  y  aura  donc  une  des  racines  de  ce  trinôme,  et  une  seule, 

dans  rintervalle  de  a  à  (3. 

SiTun  des  segments,  AB  par  exemple,  comprend  l'au- 
tre, ou,  s'ils  n'ont  aucune  partie  commune,  dans  ce  cas 
A  sera  positif. 

Discussion  de  l' expression  —i— ,/- >  —  Soit  r 

une  des  valeurs  de  cette  expression.  Si  Ton  se  propose  de 
déterminer  x  connaissant^^,  il  faudra  que  les  valeurs  de  x 
soient  réelles.  Les  valeurs  de  x  sont  données  par  Téquation 

(^)  (a  —a'x)a:*-h  (^  —  ^»  jt  h- c  —  c>  =  o. 

La  condition  de  réalité  est 

{b  -  byy  -  4  («  -  ^'r)  (^  -  ^»  >  o, 

Ce  trinôme  ne  pourra  pas  se  décomposer  en  facteurs 
réels  du  second  degré  dans  le  cas  où  l'expression 

(nar'-hîca'— 6*')»— (6«— 4rtc)(*'»— 4ûV)  =  A 

«era  négative  ;  mais,  dans  ce  cas,  les  équations 

ax^  -♦-  bx  -^  c  z=zo^ 
a'x'  -t-  b'x  -f-  c'  ziz  o 

auront  leurs  racines  réelles,  on  aura 

A''-4aV>o, 

€t  l'inégalité  sera  toujours  satisfaite. 
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Donc  y  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles. 

Si  A  >  o,  j^  aura  toujoui^s  un  maximum  ei  un  mini- 
mum, et  dans  ce  cas  la  discussion  ne  présente  aucune 
difficulté. 

Enfin  quand  A  =o,  une  des  racines  a,  (3  est  égale  à 
une  des  racines  a',  (3'  -,  le  numérateur  et  le  dénominateur 
ont  un  facteur  commun  qu^on  pourra  faire  disparaître, 
ei^  prendra  alors  toutes  les  valeurs. 

Nous  insisterons  en  terminant  sur  la  propriété  sui- 
vante : 

Théorème.  —  Si  l'on  porte  sur  une  droite  à  partir 
d'une  origine ^xe  des  longueurs  OM,  OM^  égales  aux 
deux  valeurs  de  x  pour  lesquelles  y  reçoit  une  même  va- 
leur ^  ces  points  M,  M' sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  deux  points  fixes  :  en  d'autres  ternies  j  ilsfor^ 
ment  une  inuolution. 

En  effet,  les  deux  nombres  x',  x^\  pour  lesquels  j 
prend  la  même  valeur,  sont  donnés  par  Téquation  (7). 
On  obtient  donc  les  deux  relations 

,         „  b  ~  b'y  ,  m       c  —  c'y 


a  —  a'x  a  —  a  y 

Eliminons  j^  entre  ces  deux  équations >  nous  trouvons 
la  relation 

[ca'  ^  a</)(x'  -^  x'')-\-  (ba'  ^  ab']a/x" -^  cb'  —  bc'  =:o, 

équation  de  la  forme 

A«V  -f-  B  (a/-h  x")  -h  C  =  o, 


ou 


On  voit  bien  que  le  produit  des  distances  des  points  x\ 


I 
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x"  au  point  dont  Tabscisse  est est  constant,  ce  qui 

est  1c  caractère  même  de  Tinvolutiou. 

Si  les  deux  points  x',  x"  viennent  se  conibndre,  la 
fonction  devient  maxima  ou  minime,  et  Ton  a  les  points 
doubles  réels  ou  imaginaires  de  Tinvolution  par  la  for- 
mule 

^8)       (ba'—  fl6')x»-f-  2  (ca'-^ac')x-t-  cb'  —  bc'—o. 

II  n'est  pas  difficile  de  voir  que  l'expression  qui  déter- 
mine la  nature  des  racines  de  cette  équation,  que  Tinva- 
riant 

(ca''^ac'Y—(bfi'—ab')(cb''--bc') 

est  égal  à  -r  • 
4 

Nous  terminerons  eu  faisant  une  application  géomé- 
trique de  ce  qui  précède. 

Soient  les  deux  courbes  du  second  degré 

S=:0,      S'— O. 

L  équation  générale  des  courbes  passant  par  leur  in- 
tersection sera 

S4->S':=0. 

Coupons  ces  courbes  par  une  droite  quelconque,  que 
nous  aurons  prise  pour  axe  des  x,  il  faudra  faire  ^  =  o 
dans  Téquation  précédente,  qui  se  réduira  à  une  équa- 
tion de  la  forme 

/iJt^-f-  ftj:  -+-  c  -h  >  (ax  -f.  A'jr  -f-  r'  )  rz:  o, 
OU 

ax^  -h  bx  -^  c 


a'x^  -f-  b'x  ■ 


On  voit  donc  que  si  Von  considère  les  coniques  passant 
par  quatre  points  Jlxcs^  elles  déterminent  sur  une  droite 


(86) 
quelconque  des  segments  en  inuolulion.  C'est  le  théo- 
rème de  Desargues  généralisé  par  Sturra. 

Quoique  les  considérations  précédentes  ne  présentent 
rien  d'absolument  nouveau,  nous  avons  cru  devoir  les 
rédiger  dans  Tintérèt  des  élèves. 


SOLUTIONS  DE  «HESTiONS 
PROPOSÉES  D4NS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Généralisation  de  la  Question  836  (  *  ) 

(ToIra'Mrie.  t.  VI,  p  516); 

Par    m.    FOURET, 

Lieutenant  du  Génie. 

Le  théorème  qui  fait  Tobjet  de  la  Question  836  n'est 
qu'un  cas  particulier  du  suivant. 

Lorsque  quatre  surfaces  du  second  ordre  ont  une  in- 
tersection commune,  If  s  plans  polaires  d^un  point  quel- 
conque par  rapport  à  ces  surfaces  :  i**  passent  par  un 
même  point;  1^  ont  un  rap  port  a  nharmo  nique  constant, 

1.  Pour  démontrer  ce  théorème,  imaginons  quatre 
surfaces  du  deuxième  ordre  ayant  pour  intersection  com- 
mune la  courbe  T,  et  coupons  ces  surfaces  par  un  plan 
quelconque  Q  passant  parle  point  P.  Les  quatre  courbes 
obtenues  ont  quatre  points  communs  situés  à  la  ren- 
contre du  plan  et  de  la  courbe  T.  Les  polaires  du  point? 
par  rapport  à  ces  courbes  passent  donc  par  un  même 
point  (Chasles,  Traité  des  Sections  coniques^  p.  ao3).  Or 
ces  polaires  étant  les  intersections  des  plans  polaires  parle 


(*)  Voir  une  solution  analytique  de  cette  question  dans  le   numéro 
d'octobre  1868,  t.  Vil,  p.  445. 
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plau  Q,  cl  la  direclion  de  ce  dernier  plan  élant  arbitraire, 
on  voit  que  les  plans  polaires  ont  une  infinité  de  points 
communs,  lesquels  sont  nécessairement  sur  une  même 
ligne  droite  A. 

2.  Les  plans  polaires,  puisqu'ils  passent  par  une  même 
droite,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  polaires  (Chasles,  Traité  de  Géométrie  supé- 
rieure^ p.  i4).  Or  lorsque  le  point  I  se  déplace  dans  le 
plan  Q,  le  rapport  anharmonique  de  ses  quatre  polaires  ne 
change  pas  (Chasles,  Traité  des  Sections  coniques^ 
|).  2o5);  et  comme  le  plan  Q  est  arbitraire,  il  en  est  de 
même  du  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  polaires 
du  point  P,  lorsque  ce  point  se  déplace  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace. 

Si,  en  particulier,  on  prend  le  point  P  sur  la  courbe  T, 
les  plans  polaires  deviennent  les  plans  tangents  en  ce 
point;  ils  se  coupent  suivant  la  tangente  à  T,  et  le  théo- 
rème leur  est  applicable. 

Le  théorème  proposé  résulte  immédiatement  de  celui 
que  nous  venons  de  démontrer;  il  suffit  de  remarquer 
que  les  sommets  du  tétraèdre  ABCD  sont  les  sommets  de 
quatre  cônes  du  deuxième  ordre  (réels  ou  imaginaires) 
contenant  la  courbe  T,  et  que  les  plans  menés  par  la 
droite  A  et  les  sommets  de  ce  tétraèdre  sont  les  plans 
polaires  du  point  P  par  rapport  à  ces  quatre  cônes. 


Question  875 

( Toir  %*  série,  t.  VII ,  p.  738  ;  ; 

Par  K.  PELLET, 

Élève  du  lycée  de  Nîmes. 

Ekoncé.  —  Construisons  deux  ellipses  P  et  P'  telles^ 
que  les  demi-axes  de  la  première  coïncident  en  direction 
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ai^ec  ceux  fie  la  seconde ^  mais  soient   respectivement 
proportionnels  à  leurs  carrés  : 

1°  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  demi- 
diamètres  quelconques  Di  et  D,  de  V ellipse  P,  "vaut  le 
parallélogramme  construit  sur  les  demi-axes  de  cette 
ellipse  assemblés  sous  Sangle  Ç  que  forment  entre  eux 
les  conjugués  respectifs  de  Di  et  Di  dans  V ellipse  P'; 

7?  Lorque  les  diamètres  Di  et  Ds  sont  conjugués  dans 
r ellipse  P^  leurs  conjugués  respectifs  dans  V ellipse  V*  se 
coupent  à  angle  droit; 

3^  Le  secteur  elliptique  compris  entre  deux  demi-- 
diamètres  Di  et  Dj  dans  r ellipse  P,  est  proportionnel  à 
Vangle  t^  ou  à  la  courbure  de  Varc  quils  interceptent 
sur  r  ellipse  P'  : 

4**  Lorsquun  point  décrit  une  ellipse  P  par  V action 
d^nne  force  dirigée  vers  son  centre ,  le  rayon  vecteur 
conjugué,  par  rappoH  à  V ellipse  P',  de  celui  qui  passe 
par  le  point  mobile,  tourne  autour  du  centre  d^un  mou* 
vement  uniforme; 

5°  Les  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de 
deux  diamètres  quelconques  Di  et  Di  de  r  ellipse  P  sur 
les  directions  qui  leur  sont  réciproquement  conjuguées 
dans  r  ellipse  P',  sont  égales  entre  elles  ,• 

6^  Comment  ces  énoncés  se  modifient-iU  pour  /'Ay- 
perbole  ? 

(P.  Gilbert,  Bulletin  de  la  Société  Philomathique, 
a6  ociobre  1867.) 

I.  Soient 


les  équations  des  ellipses  P  et  P'. 
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Le  diamètre  Di  de  P,  / -—^ —  =  t~: —  X»  a  pour  con- 

jugué,  dans  Tellipse  P', 

a^cosu  X        b^ûnu  y 

T- ?-*■-!— 65  =  °' 
ou,  en  simplifiant, 
(ly,)  jTCOSK -f-j^sini/ =r  o. 

L'équation  de  Di  étant 

X  Y 


/i^cosi/'       A'sin» 


V  » 


le  diamètre  conjugué  dans  P'  aura  pour  équation 
( D',}  X  CCS tt'  -I-  r  sin  m'  zi=  o. 

L'angle  (^)  des  deux  diamètres  D'^,  lY,  est 

D'autre  part,  le  parallélogramme  construit  sur  Di  et 
D|  a  pour  expression 


a'costt         b'siïiu 
fl*cosa'        t'sina' 


donc  :  u  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  demi- 
diamètres  quelconques  Di  et  D,  de  Fellipse  P  vaut  le 
parallélogramme  construit  sur  les  demi-axes  de  cette  el- 
lipse assemblés  sous  Tangle  ^  que  forment  entre  eux  les 
conjugués  respectifs  de  Di  et  Ds  dans  Tellipse  P'.  » 
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II.  Si  les  deux  diamètres  D,  et  D,  sont  conjugués,  ou  a 

ces  a  cosw'  -^  sin  II  sintt'  =  o, 
ou 

a'  —  a  ==  Ç  =  90"  ; 

donc  :  a  Lorsque  les  diamètres  Dt  et  Dt  sont  conjugués 
dans  l'ellipse  P,  leurs  conjugués  respectifs  dans  Tellipse 
P'  se  coupent  à  angle  droit.  » 

III.  Le  secteur  elliptique  entre  les  deux  demi-dia- 
mètres  D]  et  Dt  dans  Tellipse  P  est  égal  à 

et,  par  conséquent,  proportionnel  à  Ç  ou  encore  à  la  cour- 
bure de  l'arc  qu'ils  interceptent  sur  l'ellipse  P',  puisque 
les  tangentes  menées  aux  extrémités  de  cet  arc  sont  res- 
pectivement parallèles  aux  diamètres  lï,  et  D'^,  conjugués 
de  Dj  et  Di  dans  l'ellipse  P'. 

IV.  Si  un  point  décrit  l'ellipse  P  par  l'action  d'une 
force  dirigée  vers  son  centre,  les  aires  décrites  par  son 
rayon  vecteur  (Di)  seront  proportionnelles  au  temps,  et 
par  suite,  on  aura  ^  =./rf.  Le  rayon  (D',)  conjugué  de  D, 
dans  l'ellipse  P'  tournera  donc  autour  du  centre  d'un 
mouvement  nniforme. 

V.  a  Les  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de 
deux  diamètres  quelconques  Di  et  Dt  de  l'ellipse  P  sur  les 
directions  qui  leur  sont  réciproquement  conjuguées  dans 
l'ellipse  P',  sont  égales  entre  elles.  »  En  effet,  ces  deux 
distances  sont  égales,  d'après  les  formules  (D',)  et  (D,),  à 

«'  ,       ^'   •  . 

—  cosucosa' -f-  —  sinttsmw  . 
k  k 


(  9'  ) 
VI,  Si  l'ellipse  P'  est  remplacée  par  une  hypnbole,  les 
théorèmes  précédénts-subsistent  sans  modification,  car  ils 
sont  indépendants  du  signe  de  a?  et  de  V^, 

Note.  —  Nous  avons  reçu  les  solutions  de  MM.  Jasseron,  élève  du  lycée 
de  Besançon;  Paul  Endrès,  du  lycée  de  Douai  ( classe  de  M.  Painvin;,- 
Griolet  (Henri),  du  lycée  de  Grenoble. 

Toutes  sont  à  peu  près  semblables;  nous  avons  préféré  celle  de  M  Pellet, 
parce  que  les  calculs  nous  ont  paru  plus  élégants  et  la  rédaction  plus 
concise.  Nous  profitons  de  cette  occasion  pour  recommander  à  nos  Cor- 
respondants d'apporter  un  soin  tout  particulier  dans  la  rédaction  des 
travaux  qu'ils  dous  envoient  pour  les  Nouvelles  Annales  et  dans  le  tracé 
des  figures  qui  parfois  les  accompagnent.  J.  B. 


Question  889. 

(toir  t«  série,  t.  VU,  p.  33&)  ; 

Par  m.  SCHLEGEL, 

Étudiant  de  Mathématiques  à  Berlin.  Membre  de  la  Société  d'étudiants 
de  Mathématiques. 

Démontrer  que  le  nombre  des  solutions  entières  et 
positives  de  Inéquation 

(I)  .  x-^x  -^  Z  =:N 

sous  les  conditions 

(n)  <jr=z^x, 

(  z=a?-f-j, 

N»— I  (N-f-2){N-f-4)  Tvr 

est — Q —  ^ï*  ^ ^  suivant  que  JN  est  un  nom- 

hre  impair  ou  pair  ?  (  Ch  .  H  ermite  .  ) 

Soient  a:  =  a,  X  =  (3,  z  =  N  —  a  —  |3  une  des  va- 
leurs entières  et  positives  qui  satisfont  à  la  question  pro- 
posée. 


(92  ) 
Premier  cas  :  N  impair  =  2  /  ■+- 1 . —  Il  faut  que  x,  ) ,  z 
satisfassent  aux  inégalités 

N  I 

a5  0H-(N  — a— 8)     ou      a<—      ou      a<X-h-» 

a<(N  — a— p)H-a     ou      p<—      ou      p<5n--9 

N                                                1 
N  — a— p<aH-p     ou      p> 7  OL      ou      ^';>\'-a'\ 

Donc  pour  une  valeur  fixe  de  a  entre  les  limites  1  et  X 

la  plus  petite  valeur  de  ^  sera >  --  (a  —  1), 

la  plus  grande  valeur p  =::  à. 

Il  suit  de  là  que  (3  accepte  a  valeurs  pour  la  valeur  a 
de  x\  donc  le  nombre  des  solutions  entières  et  positives 
de  Téquation  (I)  sous  les  conditions  (II)  sera 

_    (N  — i)(N-4-i)  __.  N»— I 


8 


G.    Q.    F.    U. 


Deuxième  cas  :  N  pair  =  aX. — Il  faut  que  x,  j,  2  sa- 
tisfassent aux  inégalités 

P<(N  — a— p)-f-  a     ou      p<-      ou      p<X, 
N— a—  p<a-4-p     ou      p> a     ou      P^>  —  a. 

Donc,  pour  une  valeur  fixe  de  a  entre  les  limites  o  et  ^> 

la  plus  petite  valeur  de  p  sera X  —  a, 

la  plus  grande  valeur p  =  >. 
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(3  peut  ainsi  accepter  a  -+-  i  valeurs  pour  x  =  a  ;  donc  le 
nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  l'équation  (I) 
sous  les  conditions  (II)  sera 

8=1-1-2  -4-...-4-(X-hi)  =  \(a4-l) 

«  =  o 

_  (XH-2)[>-f-i>  _  (N-h2)(N-4-4) 
—  2  ~  8  ' 

C.    Q.    F.    D. 

Noie.  "^  Nous  avons  reçu  deux  antres  solutions  analogues  :  Tune  de 
M.  Valher,  du  ix>Uéçe  RoUin  ;  Tautre  de  M.  Léon  Geoffroy,  élève  de  TÉcole 
Centrale. 

Note  du  Rédacteur.  —  Un  Professeur,  très-conun  des 
lecteurs  de  nos  Annales,  nous  a  fait  remarquer  que  Té* 
nonce  de  la  question  889  devient  plus  clair  si  Ton  y  ajoute 
que  les  solutions  de  Téquation  x  -{-j  -{-  z  =  N  doivent 
être  regardées  comme  diflérentes,  lorsque  le  premier 
membre  se  compose  des  mêmes  nombres  rangés  dans  un 
ordre  différent. 

Il  propose  la  question  suivante  plus  générale  : 

Quel  est  le  nombre  des  solutions  positives  et  entières 
de  r  équation 

•J^i  -h  ^1  -t-  «3  4-  .  .  .  -h  j:,,  =  N  : 

on  regarde  comme  différentes  les  solutions  qui  ne  diffè- 
rent que  par  V ordre  des  nombres  Xi,  Xt,  •  •  • ,  x^.  • 

En  supposant  m  inconnues  positives  non  supérieures 

.  N         .  . 
a  —9  et  taisant 

2 

_m(m  -hi)...(/w  H-'— i)  _  ('-^-i )('-+-  2)...(i -h/w— i) 

'""  1.2.../  I  .2.  .  .(/W  -f-lj 

il  trouve  pour  le  nombre  des  solutions  : 
I**  Si  N  est  pair, 


(  94  ) 

On   retombe  sur  les  formules  de  M.  Hermite,  si  Ton 
fait  m  t=  3. 


CORRESPONDANCE. 


I.  Nous  avons  reçu,  mais  trop  tard  pour  pouvoir  les  in- 
sérer, des  solutions  fort  bonnes  des  Questions  856,  867, 
873,  par  M.  Consiantin  Harkema,  étudiant  à  Tuniversité 
de  Saint-Pétersbourg. 

II.  D'après  une  lettre  de  M.  Le  Besgue,  c'est  à  Gauss 
qu^il  faut  attribuer  le  théorème  qui  fait  Tobjet  de  la  ques- 
tion 914  de  notre  dernier  numéro.  Foir  les  n***  31  et  71 
des  Disquisitiones. 

m.  C'est  par  erreur  que  nous  avons  attribué  à 
M.  Montcoq  la  solution  du  problème  d'agrégation  ;  elle 
est  de  M.  Daligault,  ancien  Instituteur  primaire,  Pro* 
fesaeur  au  Collège  de  Coutances. 

PROBLÈIES  DONNÉS  AUX  EXAMENS  DE  LA  LICENCE 

Le  i6  novembre  i868. 


I.  Trouver  une  surface  de  révolution  telle,  que  les 
rayons  de  courbure  principaux  soient  en  chaque  point 
égaux  et  dirigés  en  sens. contraire. 

II.  Un  mobile  se  meut  sur  un  cercle;  il  est  sollicité  par 
une  force  normale  et  une  force  attractive  fonction  de  la 
distance,  émanant  d'un  centre  fixe  sur  le  cercle.  Déter- 
miner cette  fonction  de  la  distance  par  la  condition  que  la 
réaction  normale  soit  constante. 


(  95  ) 
OUESTIONS. 


9i6.  Trouver  Tenveloppe  des  ellipses  concentriques  à 
aire  constanle  dont  les  axes  ont  la  même  direction. 
(C.  Harkema,  de  Saint-Pétersbourg.) 

917.  Trois  points  d'une  droite  décrÎTent  chacun  une 
surface  déterminée;  tout  point  M  de  cette  droite  décrit 
en  même  temps  une  autre  surface.  Si  pour  une  position 
déterminée  de  la  droite  on  mène  les  normales  aux  sur- 
faces décrites  par  chaque  point,  toutes  ces  normales  ap* 
partiennent  à  une  hyperboloïde.  (MAniiBEiM.) 

918.  Appelons  :  i**  indice  d'un  point ,  par  rapport  à 
une  surface  du  second  degré,  le  rapport  des  distances  de 
re point  et  du  centre  de  la  surface  au  plan  polaire  du  point  ; 
1°  indice  d'un  plan,  le  produit  des  distances  du  pôle  du 
plan  et  du  centre  de  la  surface  à  ce  plan  ;  3^  indice  d'une 
droite,  le  rapport  que  Ton  obtient  en  divisant  le  carré  de 
la  demi-oorde  déterminée,  par  cette  droite,  dans  la  sur- 
face, par  la  quatrième  puissance  du  demi -diamètre  pa- 
rallèle à  la  droite. 

On  demande  de  trouver  d^autres  expressions  pour  la 
valeur  de  ces  indices.  (H.  Faure.) 

919.  Lorsqu'une  su rface  du  second  degré  est  conjuguée 
à  un  tétraèdre  : 

1^  La  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  est  égale  k  la 
somme  des  inverses  des  indices  des  arêtes  du  tétraèdre; 

^^  La  somme  des  carrés  des  inverses  des  demi- axes, 
prise  en  signe  contraire,  est  égale  à  la  somme  des  inverse» 
des  indices  des  faces  du  tétraèdre; 


(96) 
3"  Le  produit  des  carrés  des  demi-axes,  pris  cii  signe 
contraire,  est  égal  au  produit  des  inverses  des  sommets 
du  tétraèdre,  multiplié  par  36  fois  le  carré  du  volume  du 
tétraèdre.  {H.  Faure.) 

920.  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  un 
plan.  Si  Ton  prend  dans  ce  plan  trois  points  conjugués  à 
la  surface,  la  somme  des  inverses  des  indices  de  ces  trois 
points  est  égale  à  Tinverse  de  Tindice  du  point  où  le  plan 
est  rencontré  par  le  diamètre  qui  lui  est  conjugué. 

(H.  Faure.) 

921  •  Une  surface  du  second  degré  étant  conjuguée  à  un 
tétraèdre,  on  propose  de  démontrer  que  la  somme  des 
inverses  des  indices  des  centres  des  sections,  déterminées 
dans  la  surface  par  les  faces  du  tétraèdre,  est  égale  à  —  3. 

(H.  Faure.) 

922.  Un  ellipsoïde  donné  tourne  autour  d'un  point 
fixe  donné  sur  Tun  de  ses  axes  de  symétrie,  trouver  le  lieu 
des  pôles  d'un  plan  fixe  donné  par  rapport  aux  diverses 
positions  de  Tellipsoïde.  (Lafont.) 

923.  Deux  coniques  semblables  et  semblablement  pla- 
cées sont  tangentes  en  un  point  A.  Par  ce  point  A  on 
mène  une  corde  AB  dans  Tune  des  coniques,  et  la  corde 
AC  perpendiculaire  à  AB  dans  l'autre  ;  on  joint  BC;  du 
point  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  AI  sur  BC,  trouver 
le  lieu  du  point  I  quand  AB  tourne  autour  du  point  A. 

(Lafont.) 

924.  Par  un  point  pris  sur  la  développée  de  la  para- 
bole, on  mène  les  normales  à  la  parabole.  Par  ce  point  et 
les  pieds  des  normales,  on  fait  passer  un  cercle.  Lieu  dé- 
crit par  le  centre  de  ce  cercle,  lorsque  le  point  décrit  la 
développée.         ,  (Paillotte.) 
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IIPISÉ  DBS  PRINCIPES  fiLlMENTAIRBS  DE  U  THÉORIE 
DES  DÊTERHIN4NTS, 

À  l'OSàGB  DBS  ÉLËYBS  DB  MàTHÉMàTIQUBS  SPÉCULES 
(ralto,  Toir  a*  sérfê,  t.  Vil,  p.  403); 

Par  un  ABONNÉ. 


De  la  résolution  des  équations  du  premier  degré. 
Soient  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues 

«a,  I  -^1  H-  <Ï3, 2  *»  H-  •  •  •  H-  ^7,  n^n=  ^^9 


■  ««,  ï  -^1 


1  *«  —  hf 


La  théorie  des  déterminants  permet  de  résoudre  ces 
éqnations  de  la  manière  la  plus  simple. 
Considérons  le  déterminant 


A  = 


"1.1     «i.ï. 


«.,« 


Nous  pouvons  développer  ce  déterminant  suivant  les 
éléments  d'une  colonne  quelconque.  Désignons  par  Ai^i 
le  coefficient  de  a.-^i  dans  le  développement  de  A.  Ce 
coefficient,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer,  ne  con- 
tient aucun  des  éléments  de  la  ligne  i  ou  de  la  colonne  /r, 
et  il  est,  au  signe  près^  le  déterminant  obtenu  en  sup- 

Ànn,  de  Mathémat.»  a«  série,  t.  VIII.  (Mars  1869.^  7 
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primant  la  ligne  et  la  colonne  de  rélémeni  a,,ji*  On  aura 

(2)  A  —  A,,*/I,.*-H  Aa.|fl,,*-f  A,,*  r73,jt -+- .  .  .-h  A„.Afl„,t. 

D^autre  part,  si  nous  remplaçons  les  éléments  âi^^i,..., 
de  la  k''"''  colonne  par  les  éléments  correspondants  de 
la  I**""  colonne,  deux  colonnes  deviendront  identiques 
dans  notre  déterminant,  et  le  résultat  sera  identiquement 
nul. 

On  aura  donc 

(3)  A,.»  <?,,,•  -+■  A,,»  a,,*  -h  ...  -h  A„.*a„,,'  =  o. 

/  étant  différent  de  k. 

Cela  posé,  multiplions  nos  équations  (i)  respective- 
ment par  Ai^i,  A,,ji,  As^/i,...,  A„^4.  Le  coefficient  de  r, 
sera  justement  le  premier  membre  de  Téquation  (3),  il 
sera  donc  identiquement  nul.  Il  ne  restera  dans  le  pre- 
mier membre  que  le  terme  en  x^,  qui,  d'après  Téqua* 
tion  (a),  sera  Ax*.  On  aura  donc 

A-r*  =  A, .A  /,  -+-  Aa,*  /a  -f- .  .  .  -*-  A,.*  /,. 

Le  second  membre  de  cette  formule  est  le  déterminant  A, 
dans  lequel  on  a  remplacé  les  éléments  de  la  à'*""  co- 
lonne par  les  termes  constants  /j,  /«,  /„.  On  peut  donc 
écrire  cette  formule 


Axi  = 


I 


et  Ton  en  déduit  cette  règle  pratique  qui  servira  de  guide 
dans  tous  les  cas. 

Le  dénominateur  commun  des  ^valeurs  des  incon- 
nues est  le  déterminant  formé  avec  les  coejficients  de 
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ces  inconnues.  Pour  avoir  le  numérateur  de  F  une  des 
inconnues,  il  faut  remplacer  les  coefficients  de  cette  in- 
connue dans  le  dénominateur  pat*  les  termes  constants 
placés  dans  le  second  membre  des  équations. 

De  Vélimination  des  inconnues  entre  (ra  +1)  équations 
à  n  inconnues  du  premier  degré. 

Pour  traiter  ce  sujet,  qui  a  une  grande  importance, 
nous  prendrons  un  exemple  simple.  Soient  les  trois 
équations 

l   ax     -h  bjr     -f-  C    rrr  O, 

(4)  ja'x-4-5'j-4-c'  =  o, 

(  fl"j:-f-  b'y-{-c"^o. 

Il  est  clair  que  ces  trois  équations  ne  seront  pas  en  géné- 
ral vérifiées  par  un  système  de  valeurs  de  jc  et  de  j^;  car 
les  valeurs  qui  satisferaient  aux  deux  premières ,  et  qui 
sont  déterminées,  ne  satisferont  pas  en  général  à  la  troi- 
sième. Pour  avoir  Téquation  de  condition,  il  faudrait 
tirer  des  deux  premières  équations  les  valeurs  de  x  et 
de  y  et  les  porter  dans  la  troisième.  Mais  nous  allons 
faire  le  calcul  d'une  manière  plus  symétrique,  au  moyen 
cl*tm  artifice  qui  est  dans  beaucoup  de  questions  d^une 
grande  utilité.  Posons 

^         y 

(4  H  *  =  I7>      ^==17» 


s 


et  portons  ces  expressions  de  a:  et  de  /  dans  les  équa- 
tions (4)9  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  nous 
obtiendrons  les  équations 


ax'  -h  bf'  H-  cz'  =  o, 
a'x'-^by-he'z'  —  o, 
a^x'^b^y-^c'^z'^o, 


i   ax^ 
(5)  I  a'x'-^b'y-hc'z'zzzo. 


(   loo  ) 
qui  contiennent  trois  inconnues  au  lieu  de  deux;  mais  il 
est  évident,  d'après  la  manière  dont  on  les  a  obtenues, 
qu'en  les  divisant  par  z'  elles  ne  contiendront  plus  que 

les  deux  rapports^?  -7-»  et  en  général  elles  ne  pourront 

être  véri6ées  que  par  les  valeurs 


x'  =  o,    /'=:o,     z!  =0, 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  elles  doivent  pouvoir 
être  véri6ées  par  une  infinité  de  valeurs  finies,  diffé- 
rentes de  o  de  x\  jr\  z\  puisque,  lorsqu'on  aura  x,  j> , 
x\y\  js',  seront  définies  par  les  équations  (4  ^1^))  qui  ne 
déterminent  que  les  rapports  des  trois  quantités  x'yjr\  z'. 
II  faut  donc  que  les  équations  (5)  soient  vérifiées  par  des 
valeurs  finies  de  x\j\  z'.  Or  les  formules  générales  de 
résolution  donnent 


a 

h 

c 

a 

b 

0 

fl' 

b' 

e 

Z'=z 

a' 

b' 

0 

fl" 

b'' 

c" 

a" 

b" 

0 

=  o. 


Comme  jz'  n'est  jamais  nul,  on  conclut  pour  la  condition 
déterminée 


b 

b' 
b" 


c 


Ainsiy  en  général,  le  résultat  de  Félimination  de  n 
inconnues  entre  nH-i  équations  du  premier  degré 
s^ obtient  en  égalant  à  o  le  déterminant  formé  par  les 
(«  -h  1)'  coefficients  de  ces  équations. 

Nous  bornerons  là  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  la 
théorie. 


(    lOI    ) 


APPLICATIONS. 


1.  Déi^loppement  des  déterminants 


1  a  a* 
I  b  b^ 
i      r      c* 

\  a  a}  a} 
i  b  b^  b^ 
l      c      c*      c^ 


Considérons   le   premier  de  ces  dëtcrminants ,  nous 
trouvons 


I 

a 

rt» 

b 

b' 

a 

a' 

a 

«> 

I 

b 

A» 

— r; 



4- 

c 

c» 

c 

c' 

b 

b' 

I 

c 

c» 

=  bc(c  —  b)  -^  ac(a  —  c)-h  fib(b  —  a). 

La  forme  même  du  déterminant  nous  indique  que 
si  a  =  i,  le  déterminant  est  nul,  car  deux  lignes  devien- 
nent identiques.  Donc  le  déterminant  est  divisible  par 
a  —  &  et  de  même  par  a  —  c,  b  —  c.  Comme  le  déter- 
minant est  du  troisième  degré,  on  voit  qu'il  est  égal  au 
produit 

(rt—  A)(fl  — c)(6-~c) 

multiplié  par  un  facteur  numérique^  ce  facteur  nu- 
mérique est  Tunité,  puisque  bc*  a  dans  le  produit  le 
coefficient  i  comme  dans  le  déterminant.  On  aurait  de 


même 

il      b     b^     b^ 

I 

I    d  d'  d* 


(  »«a  ) 


=  (^  — a)(c— <i){c^*)(rf-tf)(rf--.ô)(rf^r), 


2.   Déueloppement  du  déterminant 


a      c'      b' 
c'      b      a' 


Ce  déterminant  est  très-remarquable  et  se  rencontre 
très-souvent  dans  les  applications.  On  voit  que  les  élé- 
ments placés  symétriquement  par  rapport  à  la  diago- 
nale abc  sont  égaux.  On  dit  que  le  déterminant  est  sy- 
métrique. Son  développement  est 

abc  -h  la'  b'd  —  aa'^  —  bb'^—  ce", 

c'est-a-dire  le  produit  des  termes  en  diagonale  aug- 
mente  du  double  produit  des  termes  non  en  diagonale 
et  diminué  du  produit  de  chaque  terme  en  diagonale 
par  le  carré  du  terme  non  en  diagonale  qui  ne  se  troui^e 
ni  dans  sa  ligne  ni  dans  sa  colonne. 

Par  exemple  : 


AA' A"  H-  2BB'B"—  AB»—  A'B'»—  A"B"% 


A      B''  B' 

B''     A'  B 

B'     B  A" 
2A       B       O   i 

B     aC       E     =::8ACF4  2BDE~aAE»— 2CD»~3FB'. 

D       E  2F   I 


(  «03) 
3.  Surface  du  triangle  en  fonction  des  coordonnées 
de  ses  sommets. 

Voici   la  règle   qui   est   très -simple.   La  surface  du 
triangle  est 

-  sjn9  !    I      or'      r' 

2 


pourvu  que,  lorsqu'on  va  du  point  ay  au  point  x'j\ 
puis  au  point  x^y^\  le  mouvement  de  rotation  autour  du 
iriangle  soit  dans  1^  sens  de  Taxe  des  x  vers  Taxe  des^. 
9  désigne  l'angle  des  axes.  Si  le  mouvement  de  rotation 
était  inverse,  on  aurait  la  surface  changée  de  signe. 

Cette  considération  du  signe  est  importante^  elle  per- 
met par  exemple  d'étaUir  en  toute  rigueur  la  surface  du 
polygone. 

4.  Équation  du  cercle  passant  par  trois  points. 

Cette  équation  est 


X'  -\-y 

X      y       I 

X-'  -i-y 

x'   y    1 

x'-'+j'" 

ur"     y'      l 

.r*'  +  y" 

.r-    y"      , 

En  effet,  c'est  Téquation  d'un  cercle,  comme  on  peut  le 
voir  en  ordonnant  le  déterminant  par  rapport  aux  clé* 
ments  de  la  première  colonne.  Elle  prend  la  forme 


(''4-r') 


y 
y" 

y" 


I     I   -hLx  +  M/  +  N=::  O. 


On  voit  que  ce  cercle  se  réduit  à  une  ligne  droite  quand 
lecoeflBcient  de  x*+^*  est  nul,  ce  qui  a  lieu  lorsque  les 


(  io4) 

trois  pointo  x'y\  od^y"^  ^'y"*  sont  en  ligne  droite.  En 

effet,  le  coeflSeient  de  x^  +  j^*  est,  au  signe  près,  la  sur- 

.face  du  triangle  formé  par  les  trois  points  donnés;  il  est 

donc  nul  quand  les  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Ordonnons  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  première  colonne.  Nous  trouvons 


(^-^-J^') 


y 

y   1 

^    j 

*' 

y.  • 

-(x"  +  y') 

x"    y 

«- 

r"    • 

x"    y' 

* 

r     ' 

• 

X      X 

3f 

/    > 

-(x'^^+r*'») 

X'      / 

x' 

y    i 

X"  y 

.(X^^^y'^i) 


Les  déterminants  qui  entrent  daas  celte  formule  sont, 
au  signe  près,  les  surfaces  des  quatre  triangles  formés  par 
les  trois  points  donnés  et  par  le  point  D  (xy).  Les  ter- 
mes a:*-+-j*,  x'^-^y*,  représentent  les  carrés  des  dis- 
tances à  l'origine  des  coordonnées  O,  qui  est  un  point 
quelconque  du  plan.  En  tenant  compte  de  la  règle  que 
nous  avons  donnée  pour  le  signe  de  la  surface  du  triangle, 
on  trouve 

Ôd'  surf,  abc  —  Ô\  surf.  BCD  -h  OB  surf.  ACD 

'      —  Oc'surf.ABD  =  oC). 

Mais  les  quatre  triangles  étant  inscrits  dans  un  même 
cercle,  leurs  surfaces  sont  proportionnelles  au  produit 
des  trois  côtés.  On  a  donc 

ôd'.ab.ac.bc  — ôâ'bc.bd.cd-4-ôb*ac.ad.cd 

—  ôcIab.ad.bd  =  o. 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  io5  ) 
C'est  une  relation  très-importante  entre  les  distances  de 
quatre  points  sur  un  cercle  et  celles  d'un  cinquième 
point  quelconque  du  plan  aux  quatre  premiers.  Si,  par 
exemple,  on  fait  coïncider  le  point  O  avec  Tun  des  quatre 
points,  avec  A  par  exemple,  on  trouve  la  relation 

AC.BD  —  AD.BC  -f-  AB.CD, 
qui  constitue  le  théorème  de  Ptolémée. 

5.  Condition  pour  que  Véquation  du  second  degré 
représente  deux  droites. 

Soit 

(6)  Ax»  +  Bxr  4-  C7' -4-  D j:  4-  Er  H-  F  =  o 

l'équation  proposée.  Si  l'équation  représente  une  courbe 
à  centre  unique,  on  doit  exprimer  que  le  centre  se  trouve 
sur  la  courbe,  et  les  coordonnées  de  ce  centre  doivent 
satisfaire  aux  trois  équations 

I2Ajr-+-  B^-h  D=:o, 
Bar  +  2C/4-  E  =  o, 
ï>x-\-    E7  -+-2F  =  o. 

La  condition  cherchée  est  donc  le  déterminant  symé- 
trique 

2A       B       D 

(8)  B     2C       E 

D       E     2F 
=  -  2[AE»  — BDE  +  CD» -h  F(B»—  4AC)]  =  o. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite,  l'équa- 
tion représente  deux  droites.  Cela  est  évident  d'après 
notre  méthode,  si  la  courbe  est  a  centre  unique,  car 
alors  les  coordonnées  du  centre  vérifient  la  troisième  des 


(  io6  ) 
équations  (7);  mais  si  la  courbe  est  du  genre  parabole, 
si  l'on  a 

B»~4AC=o, 

notre  méthode  ne  s^applique  plus.  Cependant,  dans  ce 
cas,  Téquation  (8)  se  réduit  à 

AE»-^BDE-hCD»=o, 

ou  en  remplaçant  C  par  sa  valeur 

|^(2AE~BD)»  =  o; 

en  sorte  qu'on  a  les  deux  équations 

BD  — 2AE  =  o, 
B»  —  4AC  =  o, 

qui  expriment  que  Ton  a  une  ligne  de  centres. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  la  condition  que  nous  avons 
trouvée  est  nécessaire  et  suffisante. 

6.   Condition  pour  quune  droite 

(9)  mar-+-/ir4-/?  =  o 

soit  tangente  à  la  courbe  du  second  degré 

Ax'-hBxj  4-  Cj'+  Dx  -h  E^  -h  F=:  o. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  x'y'  est 

(10)  (2 Ax'  -h  B/ -f-  D )  j:  -4-  (Bx'  -h  2C/  -h  E)  j^ 

*   -hDx'H-E/'-l-2F=:iO. 

Pour  que  cette  équation  représente  la  même  droite  que 
Téquation  (9),  il  faut  que  les  coefficients  des  deux  équa- 
tions soient  proportionnels,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

2Ax'h-  Bj'4-  D~\m, 
B^'4-2Cr'-+  E  =  *A«, 
Dj:-h    E/'-h  2F=:X/;, 


(  ïo?   ) 
Il  faut  en  outre  exprimer  que  le  point  de  contact  se 
trouve  sur  la  tangente,  ce  qui  donne 

mx^  +  ny  -i-  pz=z  o. 
On  a  donc  a  éliminer  x\y^  X  entre  les  quatre  équations 

2Ax'-+-  B/'—  Xm  -h  D=::o, 
Bxf  -hnCy—-  In  -I-  Ez=:o, 
Dx'-f-  Ey—  Ip'  'h2F  =  o, 
mx'  -f-    ny  -f-oXÎ^H-    p  =^  o. 

Le  résultat  de  cette  élimination  s* obtient  en  égalant  à  o 
le  déterminant 

nA  B  —  /«       D  ! 

B  aC  — n       E 

D  E  —p  aF 

m  n  o  p 

qu'on  peut  écrire  en  remplaçant  l'une  par  Tautre  les 
deux  dernières  colonnes  et  changeant  tous  les  signes  de 
la  troisième  : 


(II) 


2A  B  D  m 

B  iC  E  fi 

D  E  2F  p 

m  n  P  o 


Ce  déterminant  est  symétrique.  En  le  développant,  on 
trouve 

(E'— 4CF)/M»^-(D>— 4AF)/i'H-(B'— 4AC)/;- 
-f-  2mn  {2BF  —  ED)  +  2mp(2  CD  —  BE) 

-4- 2 /!/> (2 AE  —  BD)  ==  o. 

Par  exemple,  pour  que  Taxe  des  x  soit  tangent  à  la 


(  «oS) 
courbe,  il  faut  que  cette  équation  soit  vérifiée  par  les 
valeurs 


ce  qui  donne 


o,     p  =  o; 


D'  —  4aF  z^  g. 


Pour  qu^une  tangente  puisse  s'éloigner  indéfiniment,  il 
faut  que  Ton  ait  à  la  fois 


/W  nr  o  ,       //  I--  0  ; 


ce  qui  donne 


B»— 4ACr-o. 

7.  Équation  du  plan  passant  par  trois  points. 

Cette  équation  est  obtenue  immédiatement  sous  la 
forme  d  un  déterminant.  Cest 


(12) 


X      y       z        i 

x'     y'      z'      I 
x"     y"     z"     I 


En  effet,  ce  déterminant  développé  peut  s^écrire 


(i3) 


y'"    z" 


— r 


X'         «' 
x''       2" 

x'"     «• 


x'    y    s' 

x"      f       «" 

aT    y"     z" 


On  voit  donc  qu'égalé  à  o  il  donne  Téquation  d'un 
plan.  D^ai Heurs  ce  plan  passe  par  les  trois  points 
x'y' z\  x"y^' z"^  x'"y'"z'"  \  car  deux  lignes  du  détermi- 


(   ïop  ) 
nant  deviennenl  identiques  cpiand  on  remplace  x^  y^  z; 
faLrx\y,  z\  par  exemple. 

Si  Ton  examine  les  coefficients  de  x^y^z^  on  voit  qu'ils 
représentent  les  surfaces  des  triangles  formés  dans  les 
trois  plans  coordonnés  par  les  projections  des  trois  points 
donnés.  D'après  cela,  désignons  par  S  la  surface  du 
triangle  formé  dans  Tespace  par  les  trois  points  \  '\  "\  et 
par  OL^  ^^  y  les  angles  du  plan  avec  les  trois  plans  coor- 
donnés. Le«  coefficient^  de  x^j^  z  seront  S  cosa,  S  cosp, 
S  cosy,  et  Téquation  du  plan  prendra  la  forme 


(l4)       2S(xC08a-+- J  COSp -I-ZCOS7)- 


=  0. 


Cette  équation  remarquable  va  nous  conduire  à  deux 
conséquences.  Appelons  p  la  distance  de  Torigine  au 
plan,  le  dernier  terme  de  Téquation  précédente  devra 
être  égal  à  2  S  ^,  et  Ton  aura 


X 
f 


=  iiSp; 


donc  le  déterminant 


y 


représente  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  ayant  pour 
sommets  l'origine  et  les  trois  points  ',  '',  ^".  De  plus,  le 
premier  membre  de  Téquation  (i4)  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  Téquation  (12)  pourra  s'écrire 

2$(xcosa  ^-/cosp  -h  zcosy  — /?). 


(  "o) 
On  aura 


{i5)    ■      „        /       V  I  =:2S(arcosa-l-jcosp-h  2COS7— />). 


X 

y 

3 

I    ' 

.r' 

y 

z' 

I   j 

x" 

f 

z" 

I 

r" 

f 

3". 

I  ! 

D'ailleurs  x  cosa  -+-j  cos^  4-  z  cùsy  — p  représente,  au 
signe  près,  la  distance  du  point  xj  z  au  plan  et  le  second 
membre  est  ^al  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  formé 
par  les  quatre  points  xyz,  x*y* z\  x^y" z"^  x*"y"'z'^.  Si 
l'on  désigne  par  V  ce  volume,  on  a  donc 

I    .      X       r        «     j 

\    \     x'      y'      z'    \ 
(i6)  6V  =  =hi  „      „      „  I- 

■       i  ! 

I  I    JT^  y   z'^  \ 

Voici  la  règle  des  signes,  qui  est  simple. 

Imaginons  un  observateur  ayant  les  pieds  sur  le  plan 
des  trois  points  x^f  z\  x"y"z"^  x"*y^"z"\  placé  du  côté 
du  point  xyz  et  regardant  successivement  ces  trois  points 
dans  Tordre  précédent.  Si  le  mouvement  de  rotation  qu'il 
est  obligé  de  faire  a  lieu  de  droite  à  gauche,  on  aura  le  vo- 
lume avec  le  signe  +  \  s'il  est  en  sens  contraire,  il  faudra 
changer  le  signe  du  déterminant.  Nous  n'Insistons  pas 
sur  la  démonstration  de  cette  règle. 

8.  Condition  pour  que  l'équation  générale  du  second 
degré  représente  un  cône  ou  un  cylindre. 

Soit  Téquation  a  trois  variables 

Ax»-f-  AV^-  A"z»-h  aB/z  -f-  iWxz  -h  iW'xy 

H-  aCj;  +  iC y  4-  2^3  -h  D  ~  o. 

Exprimons  que  le  centre  se  trouve  sur  la  surface.  Nous 


(  "I  ) 

aurons  les  quatre  équations 

Ax  -^B'>H-B'z  -+-C  —  o, 
B''.r-^A'r  4-B2  -4-C'  =0, 
B.r  4-Bj  -+-A"z-4-C"=:o, 
Cx   -hC'j  +C"3-hD  —  o. 

Le  résultai  de  Télimination  de  xyz  est  le  déterminant 


(•7) 


A 

B' 

B' 

c 

B" 

A' 

B 

c 

B' 

B 

A" 

C" 

C 

t 

C" 

D 

=  0; 


mais  il  se  présente  la  même  difficulté  que  dans  le  cas  de 
deux  variables. 

Il  est  évident  que  si  la  surface  a  un  ceoire,  elle  sera 
un  cône;  car  Téquation  de  condition  exprime  en  défi- 
nitive que  si  Ton  rapporte  la  surface  à  son  centre  le  terme 
constant  est  nul.  Il  est  encore  évident  que  si  la  surface 
est  un  cylindre,  cette  condition  est  vérifiée;  car  on  peut 
obtenir  cette  condition  de  la  manière  suivante.  Résol- 
vant les  trois  équations  du  centre,  nous  obtiendrons  des 
formules  de  la  forme 

L  M  N 

A        -^         A  A 

portant  ces  valeurs  dans  la   dernière  équalion ,   notre 
équation  de  condition  sera 

CL  -h  CM  -h  C"N  -4-  DA  =:  o. 

Or,  dans  le  cas  où  la  surface  représente  un  cylindre, 
on  a 


L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,      D=o; 


(  "M 

Ainsi,  dans  le  cas  où  la  surface  est  un  cône  ou  un  cy- 
lindre, Téquation  (17)  sera  satisfaite.  Mais  la  réciproque 
n  est  évidente  que  dans  le  cas  des  surfaces  à  centre 
unique.  Il  faut  donc  établir  la  réciproque  et  montrer 
que,  dans  le  cas  où  Ton  a 

à  ^  AA' A"-4-  aBB'B"—  AB»  —  A' B'»  —  A"  B''^  =  o. 

la  condition  (17)  exprime  que  la  surface  est  un  cylindre. 
On  ne  peut  faire  ce  calcul  d'une  manière  élégante  qu'en 
ayant  recours  à  des  propriétés  nouvelles  des  déterminants. 
Mais  nous  allons  développer  les  calculs.  Le  détermi- 
nant (17)  développé  devient 

C*(B'~A'A'')  -+-  C'»(B'»—  AA")-4-  C'^lB'^»—  AA') 
-f-  2 ce  (A" B''  —  BB')  -h  2CC"  (  A'  B'  —  BB") 
-f.2C'C"(AB  — B'B'') 
-4-  D(AA'A"  -h  aBB'B"—  AB»—  A'B''  —  A^'B'^). 

Si  le  déterminant  des  équations  du  centre  est  nul,  notre 
condition  se  réduit  à 

O  (B»~  A' A'')  +  C'»(B'»-  AA")  -+-  C''»(B"»—  AA') 
-h  2CC'(  A'^B"  —  BB'  )  -f-  aCClA'B'  —  BB") 

-t-2CC"(AB— B'B'')  =  o. 

Or  cette  équation  homogène  en  CC'C'''  est  un  carré  par- 
fait, en  vertu  de  la  condition 

(18)      AA'A"-h2BB'B"-^  AB»— A'B"— A"B"»  =  o, 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  On  peut  l'écrire 

o-^gj—^jj^RB'--  A'A")C-f-C'(BB'-  A"B")4-C"(BB"— A'B'j»] 


(  "^  ) 


ou 


B^  —  A  A' 


B'»—  AA'' 


B'^'— A'A 


B"     B' 

C 

•i 

A'     B 

C 

=r  O 

B      A" 

C" 

t  les  lettres, 

B       B" 

C 

V 

A"    B' 

c 

=:0 

B'      A 

c 

B'     B 

c 

3 

A      B* 

c 

=r  O. 

B'     A' 

c 

On  reconnaît  là,  avec  Téquation  (i8),  la  deuxième  con- 
dition pour  que  les  trois  équations  du  centre  se  réduisent 
à  deux,  c'est-à-dire  pour  que  la  surface  représente  un 
cylindre,  le  mot  cylindre  étant  pris  dans  son  acception 
la  plus  générale. 

Enfin  il  y  aurait  à  examiner  le  cas  où  B* — A'A^', 
B^'  —  AA',  B"  —  AA''  sont  nuls  simultanément;  mais 
nous  négligeons  l'examen  de  ce  cas  très-particulier. 

On  peut,  du  reste,  éviter  cette  discussion  en  prenant 
nne  autre  propriété  commune  aux  cônes  et  aux  cylindres. 
Par  exemple,  on  pourrait  exprimer  que  le  plan  polaire 
passe  par  un  point  fixe  ou  est  parallèle  à  une  droite  fixe; 
ce  qui  entraînerait  l'équation 

a{A«  4- BV  •+- B'z -h  C)  +  p  (B"  j: -h  A> -h  Bs -h  C) 
4- 7  (B';r -h  B^- -f- A'^z -h  C") -h  ^  (Cx -h  O -h  C'a -h  D)  ==  o, 

équation  qui,  devant  être  satisfaite  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  x^  y^  z,  conduirait  d'une  manière  rigou- 
reuse, et  dans  tous  les  cas,  à  la  condition  trouvée. 


Ânn.  df  Mathêmai.,  i*  série,  l.  VIII.  (Mars  1869.) 
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LUS  DB  LA  COlIRBilRB  DANS  GRRTAINBS  TRANSrOHATMRS 
DIS  €«1IRBBS  PLANKS; 

Par   m.   Abel   TRANSON. 


I.  Une  équation  à  deux  variables  étant  inierprétée 
selon  les  principes  du  calcul  directif  donne  lieu  à  un 
spectacle  géométrique  d'une  variété  infinie.  Car  si  l'on  sup- 
pose que  l'extrémité  de  la  variable  indépendante  iracc  sur 
le  plan  une  figure  quelconque,  les  extrémités  de  chacune 
des  valeurs  correspondantes  de  Tautre  variable  décrivent 
des  figures  que,  dans  une  autre  occasion,  j'ai  appelées  les 
transformantes  de  la  première  {^).  Supposons,  par  exem- 
ple, que  Téquation  soi t  du  degré  m  par  rapport  à  cette  antre 
variable,  une  figure  tracée  par  l'extrémité  de  la  variable 
indépendante  aura  m  transformantes  distinctes.  De  là  le 
problème  de  chercher  les  relations  de  ces  m  transfor- 
mantes, soit  entre  elles,  soit  avec  la  figure  primitive.  Et 
déjà  on  sait  depuis  longtemps  que  toute  région  infiniment 
petite  autour  d*un  point  de  la  figure  transformée  est  re- 
présentée par  une  région  semblable  autour  du  point  cor- 
respondant de  chacune  des  transformantes,  de  même  que 
la  région  infiniment  petite  autour  d'un  point  quelconque 
de  la  sphère  correspond  à  une  région  semblable  autour 
du  point  correspondant  de  sa  projection  stéréographique. 
Mais  je  ne  crois  pas  que  jusqu'ici  personne  se  soit  appli- 
qué à  découvrir  les  lois  relatives  à  la  correspondance 
enti*e  les  éléments  du  second  ordre,  c'est-à-dire  entre  les 
rayons  de  courbure  de  la  figure  primitive  et  ceux  de  ses 
transformantes.  Tel  est  l'objet  de  la  présente  Note. 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a«  série,  t.  VII,  p.  i^S. 


(  "5) 
II.  ^Supposons  donc  que  d'une  équation  donnée  entre  u 
et  2,  celle-ci  variable  indépendante,  on  ait  tiré  Tune  des 
valeurs  de  u  représentée  par 

soient  d'ailleurs  xei  y  les  coordonnées  rectangulaires  de 
Textrémité  de  z,  de  sorte  qu'on  ait  z  =  a:  -f-  y^.  Cette 
Taleur  étant  substituée  dans  u  donnera 

X  et  Y,  fonctions  réelles  de  x  et  de  y^  seront  les  coordon- 
nées rectangulaires  de  Textrémité  de  u,  et  les  deux  équa- 
tions 

.  V       ^X       .dY 

donneront  les  relations  connues 

dY___dX     ^_^     ^     ^__       rf»Y      £Y_ 
rfr""      df^    dy^dx'    dx^^dr^~'^*    dsc'^dy^''^' 

lesquelles  permettent  d'exprimer  toute  relation  où  entrent 
les  dérivées  partielles  de  X  et  de  Y  au  moyen  des  dérivées 
d'une  seule  de  ces  deux  fonctions;  de  sorte  qu'on  a,  par 
exemple,  pour  les  différentielles  totales  du  premier  ordre, 

/  V  ,*,       dlL  ,         dm  ^ 

ni.  II  est  facile  d'établir  la  similitude  des  régions  infi- 
niment voisines  autour  de  deux  points  correspondants. 
Menons,  en  effet,  par  l'origine  des  variables  directives 
une  droite  ot  parallèle  à  la  tangente  de  la  transformée  au 

8. 


(  ii6) 
point  jr,  j  ,  et  une  drote  OT  parallèle  à  la  taugenie  de  la 
transformante  au  point  correspondant   (X,    Y);    l'an- 
gle Tot^  que  nous  appellerons  oa^  sera  déterminé  par  la 

formule 

_dvdY  —  drdX 

^^^"^^  dxdX-^d^dY' 

Substituant  les  valeurs  ci-dessus  de  dX  et  de  rfY,  il  vient 

après  réduction 

dX 

(3)  *""S"=^""^' 

dx 

Cette  valeur  dépend  de  x  et  de  jr.  c'est-à-dire  de  la 
situation  du  point  transformé;  mais  elle  ne  dépend  pas 
des  directions  particulières  de  ot  et  de  OT,  c'est-à-dire 
que  les  tangentes  relatives  à  deux  courbes  correspon- 
dantes, et  par  conséquent  aussi  les  deux  normales,  font 
entre  elles  un  angle  constant.  En  même  temps,  si  Ton  dé- 
signe par  la  lettre  m  le  rapport  des  deux  éléments  corres- 
pondants dS  et  ds^  on  trouvera 


=\/(S)'-(f) 


valeur  qui  dépend  aussi  de  la  situation  du  point  [x^jr)^ 
mais  qui,  elle  aussi,  est  indépendante  de  la  direction  des 
éléments  dS  et  ds.  On  voit  que  m  est  le  rapport  de  simi- 
litude des  deux  régions  correspondantes.  Ces  régions 
semblables  ne  sont  pàs  semblablement  placées,  L' angle o) 
marque  la  différence  de  leur  orientation.  Il  était  d'ail- 
leurs indispensable  de  donner  ici  la  détermination  de  cet 
angle  et  celle  du  rapport  de  similitude,  parce  que  ces 
deux  grandeurs  vont  figurer  dans  la  relation  entre  les 
éléments  du  second  ordre. 


(  ïi7^) 
IV.  Le  rayon  de  courbure  de  la  transforinante  a  pour 
expression 


R 


d\ii'Y^dYd^X' 


et  on  verra  que  sa  valeur  dépend  à  la  fois  de  la  direction 
des  tangentes  ot  et  OT  (ou  ce  qui  est  la  même  chose  des 
normales  correspondantes),  et  aussi  du  rayon  de  courbure 
de  la  transformée  au  point  (x^j).  Toutefois,  pour  facili- 
ter Texposition  des  résultats,  je  supposerai  d'abord  que 
la  transformée  est  rectiligne,  de  sorte  que  les  différen- 
tielles premières  dx  et  dj  pourront  avoir  un  rapport 
quelconque  d'où  résultera  la  direction  de  Télément  ds\ 
mais  les  différentielles  secondes  d*x  et  d^j  seront  d'a- 
bord supposées  nulles. 

Dans  cette  supposition  les  différentielles  secondes  de  X 
et  de  Y  seront  respectivement 


dx'  dxdy         -^         dx^ 


(5)       ^'X==_r/,r'-^.._-^ay-— ^r% 


de  sorte  qu'après  substitution  le  dénominateur  de  B. 
pourra  être  écrit  comme  il  suit  : 

1  ^  [{dy^  —  r/x»  )dY-hdx dy  d1L\ 

''>   ;  "^  d^x 

-h  -=-if  Udj'  -  dx^)dX  —  ^dxdr  dY]. 
^  dxdy 

Pour  interpréter  cette  expression,  appelons  |3  l'angle 
que  la  normale  à  la  transformante  fait  avec  la  direction 
positive,  et  a  =;l  j3  —  o)  Tangle  que  la  normale  à  la  trans- 
formée fait  avec  cette  même  direction,  on  aura  les  rela- 
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lions  suivatiles  : 


(IX  dY  ^ 

.     .■     = T  =  lu'dX^  -+-  ^  Y'- 

±:sinp       qpcosp       ^ 

dx  dy 


dzsiii(p--»)         I|ICOS{p--»)        ^  -^ 


Enfin  déterminons  un  nouvel  angle  e  par  les  condi- 
tions 

fX       d'X 
dx' 
coss 


c^  __dxdy  _     //d'xy     1  d'xy, 

se  ~   sins   ""  V  \  <^'  j  "*"  \^fl(r/  ' 


alors  on  trouvera  aisément  que  le  rayon  R  s'exprime  en 
fonction  des  angles  j3,  co,  t  et  du  rapport  de  similitude 
précédemment  déterminé  ;  on  trouvera,  dis-je, 

/dxy 

[dx^ 


R  = 


•=^)"-(f)' 


\/(S)- 


Dans  cette  expression,  ^  est  la  seule  quantité  qui  varie 
avec  la  direction  de  la  transformée  rectiligne.  Si  R'  est 
la  valeur  de  R  correspondante  à  jS  =  2Gi)  +  e^  et  si  l'on 
appelle  y  Tangle  entre  les  directions  de  R  et  de  R',  on 
aura 

R  = :• 

C0S7 

Les  extrémités  de  R  sont  donc  situées  sur  une  perpen* 
diculaire  élevée  à  Textrémité  de  R'*,  d'où  résulte  cette 
première  proposition  : 

Tbéokeme  I.  —  Toutes  les  droites  passant  par  un 
même  point  du  plan  tranformé  ont  pour  transformantes 
des  courbes  dont  les  centres  de  courbure  relatifs  au 
point  correspondant  sont  sur  une  même  droite. 

V.  Supposons  maintenant  que  la  transformée  soit  une 


{  "9) 
courbe  quelconque  dont  le  rayon  de  courbure  au  point 
(Xyj)  soit  représenté  par  jO. 

Il  faudra  modifier  les  valeurs  (5)  et  (6)  de  d^X  et  de 
d^Y  en  leur  ajoutant  respectivement 

Le  dénominateur  (7)  de  R  s'augmentera  alors  d^une 
quantité  qu'on  pourra  écrire  sous  la  forme  suivante  : 

D'ailleurs,  si  Ton  introduit  comme  précédemment 
dans  la  première  partie  (7)  du  dénominateur  les  angles  |3, 
Cl),  e,  et,  par  suite,  l'angle  7  et  aussi  la  détermination  de 
R',  il  viendra  pour  l'inverse  de  R  la  formule  suivante  : 

La  première  remarque  à  faire,  c'est  que  dans  le  cas 
où  u,  c'est-à-dire /(js),  est  une  fonction  linéaire  de  z,  la 
valeur  de  R  se  réduit  à  R  =  mp,  parce  que  R'  est  alors 
infini,  comme  contenant  en  dénominateur  la  racine  car- 

^^^'^K"!^]  '^Kii  a)  *  C'est  qu'alors  à  une  figure 
des  z  correspond  une  seule  transformante  qui  lui  est  ab- 
solument semblable,  parce  que  l'orientation  co  et  le  rap- 
port de  similitude  m  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points 
du  plan  transformé.  Il  est  de  force  alors  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  transformante  soit  proportionnel  à  celui 
de  la  transformée. 


(  .,o  ) 
Mais  mainteDanty  u  étant  une  fonction  quelootique 
de  z,  supposons  que  par  le  point  (x,j)  passent  plusieurs 
courbes  ayant  en  ce  point  des  directions  di£fërentes,  mais 
le  même  rayon  de  courbure  p.  Dans  la  formule  (8) 
Tangle  y  et  le  rayon  R  seront  les  seules  variables  ;  et  alors 
si,  conservant  Toriginedes  coordonnées  transformantes, 
on  dirige  un  nouvel  axe  des  X  dans  la  direction  de  R',  et 
un  nouvel  axe  des  Y  perpendiculairement  à  cette  dircsc- 
tion,  il  viendra,  pour  le  lieu  des  centres  de  courbure  des 
lignes  transformantes,  Téquation 


iwp 


v/xm:^  =  ^^r'-x). 


C'est  une  conique  ayant  Torigine  pour  foyer,  et  la 
droite  R' —  X  =  o  pour  directrice ,  conique  qui  peut  être 
Tune  quelconque  des  trois  courbes  du  second  ordre  selon 
la  valeur  de  p.  De  là  cette  proposition  générale  : 

Théorème  II.  —  Si  plusieurs  courbes  passant  en  un 
point  a  de  la  figure  pnmitix^  ont  en  ce  point  le  même 
rayon  de  courbure  p,  les  rayons  de  courbure  correspond 
dants  de  toutes  leurs  transformantes  seront  les  rayons 
vecteurs  d*une  même  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  K^  transformant  du  point  a.  Cette  conique  ^variera 
d'espèce  avec  la  valeur  de  p  ;  mais  sa  directrice  sera 
fixe^  étant  la  droite  à  laquelle  se  réduit  la  conique  elle- 
même  lorsque  p  est  infini. 

Nota. — n  y  a  des  rapprochements  curieux  à  faire  entre 
la  projection  stéréographique  des  figures  sphëriques  et  la 
transformation  des  figures  planes  au  moyen  de  Téquation 
entre  deux  variables  directives-  On  sait  déjà,  comme 
nous  Tavons  rappelé  au  commencement  deccttr  Note,  que 
la  réf^ion  spliériquc  infiniment  pelitr  autour  d'un  point 


(  I"  ) 

donné  de  la  sphère  est  semblable  à  la  région  qui  lui  cor- 
respond en  projection;  mais  de  plus  on  a  les  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

Théorème  I.  —  Tous  les  grands  cercles  qui  passent 
par  un  même  point  de  la  sphère  ont  pour  projections 
des  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

Théorème  II.  —  Si  plusieurs  cercles  de  même  rayon  p 
passent  par  un  même  point  de  la  spltère,  les  centres  des 
cercles  gui  leur  correspondent  en  projection  stéréogra- 
phique  sont  sur  une  même  conique  dont  V espèce  dépend 
de  la  grandeur  de  p. 

La  démonstration  de  ces  deux  théorèmes  est  facile.  Je 
laisse  au  lecteur  le  soin  de  compléter  le  second  en  déci- 
dant si  les  coniques  relatives  à  diverses  valeurs  p  ont  le 
même  foyer  et  la  même  directrice. 


SUR  LA  TBÉ0R1&  ÉLÉIBNTAIRB  DES  PRODUITS  INFINIS; 

Par  m.   a.   GENOCCHI. 


Il  me  semble  que  les  théorèmes  généraux  sur  la  con- 
vergence des  produits  infinis  peuvent  être  établis  d'une 
manière  tout  à  fait  élémentaire  et  très-simple  en  suivant 
à  peu  près  la  marche  tracée  par  M.  Weierstrass  (*)-  et 
f^n  s  aidant  de  la  formule  de  Nicole  que  j'ai  citée  dans 
une  autre  occasion  (**).  Voici  comment  on  pourrait  ex- 
poser cette  théorie. 


(*    Oelle,  t.  Ll,  p.  18-33. 

'**)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  année  1867. 


(  »"  ) 

i.  On  a  V\(\cni\ié^(]uc]*Sippe\]c  formule  de  Nicole, 


a  —  b        « -h  p.        (« -f- ^•)(fl -+- Pi) 

(«Mh_Po  )  (^  Jti!il-  '-(^-^*'n>.) 

(a-hP.)(a-+-P,)...(a-hP,) 

en  muUipliant  par  h — a,  et  portant  le  dernier  terme 
dans  le  premier  membre,  on  peut  lui  donner  la  forme 

/  (.+  *^\U  *—)...(,+ *IZiL\ 

I     \  «-hPo/  \  «-+-P,/  \  «-+-«'„/ 

û  -hP»         (û  -+-P.)(û  -h  P,  ) 

(2)   i       ^  (^  +  p.)r64-p.)(^-£i) 

(/H-P.)(û-4-P,j{lï-|-P..) 

\  "^  («  -H  Po)  («  H-  p.)  •  •.(«-+-  P«-.)  («  +  P,)  * 

Ainsi  le  premier  membre  est  un  produit  de  /i  +  1  fac- 
teurs qui  se  développe  dans  une  somme  de  n  + 1  termes; 
lorsque  cette  somme  convergera  vers  une  limite  déter- 
minée et  finie  pour  des  valeurs  de  n  indéfiniment  crois- 
santes, il  en  sera  de  même  du  produit,  qui  alors  sera 
appelé  convergent^  et  celle  limite  sera  la  valeur  du  pro- 
duit infini.  Si  la  somme  n'a  pas  de  limite,  le  produit 
n'en  aura  pas  non  plus;  et,  par  suite,  la  formule  (2)  trans- 
forme le  produit  dans  une  série,  de  manière  qu^il  sera 


(  «aS) 
convergent,  divergent  ou  indéterminé  comme  la  série 
elle-même. 

2.  En  faisant 

— r =  w*, 

d^OÙ 

1 -h  «„  =  —--% 


la  formule  (a)  deviendra 

I(l-hii.)(l+«i)...(H-  «,) 
=  I  -*-«.+(H-ii.)ii,  -4-  (i4-a.)(l4-»i)  «5-+-..  . 
+  (14-  «•)(!  -4-  «.)...  (i  -f-  «,_,)  «r„ 

formule  presque  équivalente,  due  à  Euler  (^),  qui  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle  de  Nicole. 

Si  Uq,  Ui, . . . ,  i/„  sont  des  quantités  positives,  on  peut 
tirer  de  la  formule  (3)   ^ 

(l+if.)(i-4-«,).  .  .(i  -ha,)>i-|-«^  H_a,  -f-a, -+_..  .  ^  Un\ 

doQc  si  la  série  Zu„  est  composée  de  termes  tous  positifs 
et  divergente,  le  produit  n(i  +  u„)  croit  au  delà  de 
tonte  limite  comme  la  somme  iio  +  Ui  + . . .  +  ii„. 

3.  En  changeant  le  signe  des  quantités  fi„,  on  aura 

(t— «.)(»  — «i)---(i  —  "ii) 
(4)  I      =1  — 1*0  — (i— Wo)«.  —  (i—  «o)(r— «.)«2  — .  .  . 


(*)  JYopi  Comment,  Acad.  Petropol.,  t.  V,  p.  76. 


(  "4  ) 

et  51  les  quantités  u^  sont  positives  et  inférieures  a  Tunité, 
il  s^ensuivra 

(i-— ao)(i  ~  a,  )..  .(i  ~  «„)>»  —  «0  —  «I  —  ''î  — .  •.—  ««» 

puisque  les  facteurs  supprimés  dans  le  second  membre 
seront  aussi  moindres  que  Tunité.  On  peut  en  déduire  que 
si  la  série  S  i/„  composée  de  termes  positifs  est  convergente, 
le  produit  11(1 — ii„)  ne  peut  avoir  pour  limite  zéro. 
Soit  5,  en  effet,  la  somme  de  cette  série  :  en  supprimant, 
s'il  faut,  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  facteurs 
correspondants  du  produit,  on  peut  supposer  s<^i^  et 
comme  on  aura 

«0  -*-  »i  -^-  «a  -f- .  .  .  -H  a»  <  s, 

on  conclura 

n{i  — «,)>!  —  *. 

Donc  le  produit  surpassera  toujours  une  quantité  positive 
déterminée.  Il  faut,  évidemment,  qu'aucune  des  quantités 
Un  ne  soit  égale  à  i. 

4.  Dans  le  même  cas,  c'est-à-dire  la  série  Zu„  étant 
composée  de  termes  positifs  et  convergente,  le  produit 
n(i  +  //„)  ne  pourra  pas  augmenter  à  Finfini;  car  son 

inverse  TL  { )  =  Il  (  i î^  )  ne  peut  avoir  zéro 

pour  limite,  puisque  la  série  Z  (  — - —  j  »  dont  les  termes 

sont  positifs  et  plus  petits  que  les  termes  correspondants 
de  la  série  Zu„,  sera  à  plus  forte  raison  convergente 
{n°3). 

Si,  au  contraire,  la  série  Zu„  est  divergente,  ses  ter- 
mes étant  positifs  et  inférieurs  à  T unité,  le  produit 
n(i  —  Un)  aura  pour  limite  zéro.  En  effet,  son  inverse 


(  «î»5  ) 

n( I  =n(n — I    augmente    indëiînînient 

(n**  2),  puisque  la  série  S( — u  ayant  ses  termes 

positifs  et  plus  grands  que  les  termes  correspondants  de 
la  série  Sa„,  sera  aussi  divergente. 

5.  Si  la  série  Zi/„  est  composée  de  termes  positifs  et 
convergente,  chacun  des  produits  H  (i  +  m„),  Il  (i  —  u^) 
sera  aussi  convergent,  et  sa  valeur  sera  toujours  diffé- 
rente de  zéro  pourvu  qu'aucune  des  quantités  ii„  dans  le 
second  produit  ne  soit  égale  à  Tunité. 

La  formule  (3)  fournit  non-seulement  la  démonstration 
de  ce  théorème,  mais  développe  en  série  convergente  la 
valeur  du  produit.  Soit,  en  effet, 

b  -\-  p,    b  -\-  »i        ^  H-  j»„_,     a  —  b 
w^  =  .  -^ •  . . •  • 

Si  les  quantités  a,  &,  i^»  sont  positives  et  a^  &,  on  aura 

0<«'„< ; > 

et  la  formule  (  a)  donnera 

n  (i—  —^ — )  =1  — 2«',. 

Or  :  i^  en  omettant,  sHi  faut,  les  premiers  termes  et. 
facteurs,  on  pourra  supposer  ii„<[i,  et  alors  on  pourra 

faire  u„  == »  ce  qui  donnera  iv„  <[  ««;  par  consé- 
quent, la  série  2tv„  sera  convergente  comme  Si/„  et  le 
produit  n(i  — 1/„)  aura  la  même  limite  que  1  — Sw„, 
limite  différente  de  zéro  (n^  3);  2^  en  prenant  Tinverse 


(  ia6  ) 
du  premier  membre  on  aura 


/  a  —  b\  I 

V  b-\-*\l         i  —  lv 


el  l'on  pourra  faire  w„  = :  Je  produit  n(i  -h  m,) 

ne  pourra  pas  augmenter  à  Tinfini  (n^  4),  et  aura  une 
limite  déterminée  en  fonction  de  la  somme  de  la  série  Stv„, 
qui  sera  convergente,  parce  que,  b  étant  <C[û,  on  aura 

6.  Au  moyen  de  ces  propositions  on  démontre  aisé- 
ment un  théorème  d'Abel.  Si  deux  séries  à  termes  posi- 
tifs Su„,  Stv„  sont  liées  par  la  relation 

=     I  -^  Un)   » 

elles  seront  toutes  deux  convergentes  ou  toutes  deux  di- 
vergentes. Car  en  posant 


—  —  p. 


il  viendra 


I  -h  «. 


doù,  en  prenant  successivement  ft  =:  o,  i,  ^^-••t  et 
multipliant,  on  tire 

»'«  =  <'o(H-  ao)(i  H-  «i).  .  .(H-K„-i); 

mais  si  la  série  S  u„  est  convergente,  le  produit  II  (  i  +  »„  ) 
est  aussi  convergent,  et,  par  suite,  reste  au-dessous  d'une 
quantité  A,  et,  si  Ja  série  Zii»  est  divergente,  ce  produit 
peut  surpasser  toute  quantité  finie;  donc  on  aura,  dans 
le  premier  cas,  v„  <  Af^^^  ^n  <!  ^•'o  "«,  et  dans  le  second 
^n  ]>  ^^01  Wn>  ^•^o  "n.  Aîusî,  daus  Ic  premier  cas,  la  série 


(  "7  ) 
S%v„  sera  convergente;  dans  le  second,  elle  sera  divergente 
comme  la  série  Su„. 

Ce  théorème  découle  encore  plus  simplement  de  la 
formule  (3).  En  effet,  si  la  série  Su»  est  convergente,  le 
produit  formant  le  premier  membre  est  aussi  convergent, 
et  comme  on  peut  représenter  le  second  membre  par 
i  +  Sw„,  les  quantités  w„  vérifiant  la  relation  ci-dessus, 
il  faut  que  la  série  Stv„  soit  de  même  convergente.  Si  la 
série  2m„  est  divergente,  il  est  évident  que  la  série  2w„ 

sera  aussi  divergente,  puisque > 

On  satisfait  à  la  relation  qui  lie  les  deux  séries  en 
supposant 


a  -+-  w,  -h  w,  -H .  .  .  H-  w^i 

OÙ  nous  désignons  par  a  une  constante  quelconque;  et  Ton 
parvient  ainsi  à  Ténoncé  sous  lequel  Abel  a  fait  connaître 
son  théorème. 

7.  Si  le  terme  général  u„  est  imaginaire,  soit  p„  son 
module,  et  supposons  que  la  série  Zp„  soit  convergente  : 
le  produit  n(i  +  ti„)  sera  aussi  convergent.  Car,  en  vertu 
du  théorème  d'Âbel,  la  série 

>-+-?•-♦-(>  -+-p»)p« -*-(»-*- M  ('  -*-pi)pt-<--  •- 

est  convei^ente  en  même  temps  que  la  série  S|0„;  mais, 
ses  termes  n'étant  pas  inférieurs  aux  modules  des  termes 
de  Tautre  série 

iH- II. -4-  (i  -*-a»)«,  H-(i  -4-  «o)(i  -+-  tt, )«!-*-..  ., 

il  faut  que  celle-ci  soit  aussi  convergente  :  donc  est  con- 
vergent le  produit  n  (i-f-  u„),qui,  d'après  la  formule  (3), 
est  égal  à  la  somme  des  /i  + 1  premiers  termes  de  cette 
lërîe. 


(  1^8  ) 
8.  Soit 

i  =  V/^,     T„  =  (i  -h  /V.)(i  -f-  //.)•..( I  -H  '/«). 

Si  les  quantités  /„  sont  réelles  et  positives,  et  que  la  série 
St„  soit  divergente,  mais  la  série  S  (^„)*  soit  convergente, 
le  produit  T„  sera  indéterminé  pour  n  infini. 

En  effet  : 

1^  En  posant 

T„  =1  P„  -h  /Q„, 
on  aura 

Pi  +  Qi=(iH-fJ)(n-rî)-.-(i  +  'i), 

et  ce  produit  convergera  (n^  5)  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  que  nous  nommerons  X*.  Donc  P„  et  Q„  n'aug- 
mentent pas  indéfiniment. 
2**  Nous  avons 

p.  -h  /Q„  =  (i  +  fV.) (P„-,  +  iQ«-,), 
d'où 

P.  —  Pi.-.  =  —  ^  Q— .,    Q,  —  Q._.  =  r«  P«-... 

Donc  chacune  de  ces  différences  peut  devenir  aussi  petite 
qu'on  voudra,  puisque,  Q„«i  et  P„_i  étant  finis,  le  fac- 
teur tn  devient  infiniment  petit,  sans  quoi  la  série  Z  (£„)' 
ne  serait  pas  convergente.  En  remplaçant  n  successive- 
ment par  n  -h  I ,  f*  -H  a,  ...,«•+-  r,  et  ajoutant,  on  trouve 

P«-H.  —  P«-.  ==  —  (r,  -h  W.  -H  ■  .  .  -*-  fn+r)  Q', 

Q^r  —  Q«-,  =      (r«  -♦-  w,  H- . . .  -h  t„^r)  P', 

où  P  et  Q'  désignent  deux  moyennes  :  la  première  entre 
Pn-i,  Pn,  P«+i,  - . . ,  Pn+r-1-,  la  dcuxièmc  entre  Q„»i,  Q„, 
Qn+iv  •  -î  Qn+r-i.  Or  les  premiers  membres  sont  tou- 
jours finis,  mais  la  somme  t^  •+-  f„^i  -f- . . .  4-  ^„+r  aug- 
mente à  Tinfini  avec  r,  car  la  série  S^„  est  divergente;  il 


(  ^^9  ) 
faudra  donc  que  les  facteurs  P'  et  Q'  s^approchent  indé- 
finiment de  zéro. 

3*^  Maintenant  prenons  n  et  r  si  grands,  que  d^uue 
part  la  différence  entre  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  P„-i,  P„,  P„+i, . . . ,  et  de  l'autre  le  facteur  P'  soient 
en  valeur  absolue  au-dessous  d'une  quantité  donnée  £ 
aussi  petite  qu'on  voudra.  Si  tous  les  termes  de  cette 
suite  sont  de  même  signe^  un  d'entre  eux,  au  moins,  sera 
moindre  que  P'  et  partant  que  €  ;  dans  le  cas  contraire  il 
y  aura  deux  termes  consécutifs  de  signes  différents,  et 
chacun  d'eux  sera  moindre  que  leur  différence  et  partant 
que  s.  Les  mêmes  remarques  s^appliquent  à  la  suite  Q„_i, 
Q«i  Qn+i»---;  ainsi  P„  et  Q„  peuvent  s'approcher  de 
zéro  tant  qu'on  voudra  pour  des  valeurs  indéfiniment 
croissantes  de  n. 

4**  Mais  comme  P^ -I-  Q^  a  pour  limite  X*,  il  faudra 
que,  pour  Q„  très- voisin  de  zéro,  P„  soit  très-voisin  de  A, 
et  réciproquement.  Donc  ces  quantités  s'approchent  aussi 
indéfiniment  de  1. 

Donc  la  quantité  T„  =  P„-f-*'Qn,  toujours  finie,  n'a 
pas  de  limite  fixe  (*), 

9.  En  faisant  u„  =  iV„,  on  pourra  développer  le  pro- 
duit T„  par  la  formule  (3).  On  obtiendra  une  série  Zw„ 
dont  le  terme  général  sera 

«•«  =  (t  -+-  ''.)  (i  -f-  it,). .  .(i  -h  /^^,) i7„, 

elqui  sera  indéterminée  comme  le  produit.  Mais  dans  ce 
terme  général  le  produit  (i  -f-  /f^)  (i  -f- 1>,  ) . . .  (i  4-  it„^i) 
reste  toujours  fini,  son  module  ayant  pour  limite  X,  tandis 
que  le  facteur  it„  a  pour  limite  zéro  :  on  a  donc  une  série 

[*)  Cette  démonstration  est  due  à  M.  Weierstrass. 
ilRii.  de  Ualhémat.,  3«  série,  t.  VIII.  (Mars  iftSc).)  9 


(  i3o) 
indéterminée  dont  le  terme  général  a  pour  limite  zéro, 
lorsque  son  rang  n  croit  à  Tintini. 

On  a  quelquefois  admis  comme  évident  qu'une  série  ne 
peut  être  indéterminée  lorsque  son  terme  général  décroit 
indéfiniment.  On  voit  que  les  démonstrations  fondées  sur 
ce  postulation  ne  sont  pas  exactes. 

10.  Soit 
Un^Pm-^fÇni     — ^ — =  ^,     T«  commc  ci-dcssus; 

nous  aurons 

n  (i -4- «,)  =  (i -h /7.)  (iH- /;,) .  .  .  (i -h/?OT.. 

Si  les  parties  réelles  p^  n'ont  pas  pour  limite  —  i,  et 
que  la  série  £<7^  soit  convergente,  la  série  Sf^  sera  aussi 
convergente,  et  le  module  du  produit  T„  aura  une  limite 
finie,    car    on    pourra    assigner     un    nombre    positif 

/i  <[(i-h  ^„)*,  et  Ton  aura  «i  <  y  •  D'ailleurs  en  suppo- 
sant la  série  Z^„  divergente  et  les  quantités  p„  de  même 
signe,  le  produit  II  (i-hpn)  augmente  sans  limite  dans 
le  cas  de  Pn^  o,  et  a  pour  limite  zéro  dans  le  cas  de 
Pn<^o^  —  /^n <C I •  Donc  le  produit  II  ( 1 4- /^«)  convergera 
aussi  dans  le  second  cas  vers  la  limite  zéro,  et  dans  le 
premier  croîtra  indéfiniment. 

Dans  le  cas  de  p^  <[o,  où  la  limite  de  II  (i  h-  u^)  est 
zéro,  la  série  Ztv„,  par  laquelle  ce  produit  est  exprimé 
dans  la  formule  (3),  sera  convergente,  et  l'on  aura  la 
relation 

«'»        «. 

On  trouve  ainsi  un  théorème  analogue  à  celui  d'Âbel 
(n»6). 


(  .3.  )  • 
Si  la  série  Z/^„  est  convergente,  et  reste  coiivergenie 
lorsqu^on  réduit  ses  termes  à  leurs  valeurs  numériques, 
le  produit  II  (i  H-  p„)  est  convergent  (n°  7).  Si  d'un  autre 
coté  les  quantités  q^  sont  de  même  signe,  et  que  la  série 
S^„  soit  divergente,  la  série  "Lql  convergente^  le  pro- 
duit T„  sera  indéterminé  pour  n  infini  (n°  9),- car  on 
pourra  supposer  ;>^  <^i ,  et  trouver  deux  nombres  positifs 
A  et  A  tels  que 

d'où  l'on  conclura  c[aG  les  quantités  f„  seront  toutes  de 
même  signe,  que  la  série  Z/„  sera  divergente,  et  la  série 
Htl  convergente.  Donc,  dans  les  mêmes  circonstances,  le 
produit  n  (i  +  u„)  sera  aussi  indéterminé  pour  n  infini» 
Ces  résultats  comprennent,  comme  cas  particuliers, 
plusieurs  théorèmes  de  Gauss  et  de  M.  Weierstrass. 

tl.  En  posant 

rt  r=:  2/W  -+-  3,       A  =  2/W  H-  2,       c»  =r  2/1, 

et  multipliant  par  2m,  la  formule  (i)  donne 

2/w  im        2m  -h  2 

im  =  TT-  H • =- 

2//*  •+-  6        2/w  -4-0    2/w  -H  5 

2/n         2/w -t- 2     2/w-t-4 

H ^»  ; — z-  • h..., 

2/// -+- 3     2/W -h  5     2m -+- «^ 

équation  obtenue  par  M.  Sarrus  dans  le  seul  cas  de  m 
entier  et  positif  à  l'aide  de  calculs  et  de  principes  plus 
élevés  [*).  Il  la  regardait  comme  un  <t  résultat  remarquable 
qu'il  serait  peut-être  difficile  d' obtenir  à  priori  et  qui 
peut  faciliter  les  réductions  dans  certains  calculs  »;  et 
M.  Gergonne  demandait  si  la  même  formule  aurait  lieu 
pour  m  fractionnaire  ou   négatif.  Or,  d'après   la  for- 


(*)  Annales  de  Mathématiques ^  pap  Gergonne,  t.  X,  p.  32!i. 

9- 


•   (  ,3a  ) 
mule    (i)    nous   avons  aussi   le   terme  complémentaire 

-— p ; égal  au  produit 

\  9.IWH-3/\  2m-^5/  \  2/11-4-2/2-1-3/ 

multiple  par  a/n:  et  comme  la  série  £ =  est 

divergente,  ce  produit  aura  zéro  pour  limite  (n^  4), 
pourvu  toutefois  qu^aucun  des  dénominateurs  2m  +  3, 
am  +  5,...  ne  soil  nul.  Nous  pouvons  donc  affirmer 
que  la  formule  de  M.  Sarrus  est  vraie  même  pour  des 
valeurs  fractionnaires  ou  négatives  de  m,  à  Fexception  seu- 
lement de  celles  qui   donneraient  —  m égal  à  un 

nombre  entier  et  positif. 

12.  Faisant  a  =  i,  i  =  i  —  m,  f/„  =  n,  on  tire  de  la 
même  formule  (i)  l'égalité  {*) 

m        m(m  —  i)       mlm  —  \)(m  —  2) 

0  =  1 1 i i i i-}- i  -h..  ., 

I  1.2  1.2.3 

et  le  terme  complémentaire  du  second  membre  est 

(/»  —  i)(m  —  2)..  .(/lï  —  n){m  —  n  —  i) 

± . , 

\  .1,  ,  ,n[n  -\-  i) 
ou 

±(-t)(-7)-(-=)(-,-^> 

la  série  £  —  étant  divergente,  ce  produit  aura  pour  limite 

(•)  Posons  a  =  o,  6  =  A,  v^rs  — «,  :  la  formule  de  Nicole  donne 
aussi  ridentitë  générale 

A        A(A  — a,)       A(A  — a,)(A— a,) 

0  =  1 1 i ï-i i ï-i î-  -h. . . . 

a,  a^«,  «•«<,  «1 

(Voir  Nouvelles  Ànnalfs,  |r« série,  t.  XVIII,  p.  ii8,  219,  233.)       J.  B. 


(  133) 
zéro  tant  que  m  sera  positif  (n^  4).  Ainsi  la  formule  du 
binôme  (i  -h  x)""  est  justifiée  dans  le  cas  de  a:  =  ^  i ,  si 
I  exposant  m  est  >  o. 

La  démonstration  fondée  sur  le  théorème  de  Taylor 
dans  laquelle  on  emploie  une  expression  du  terme  com- 
plémentaire ayant  pour  facteur  la  puissance  (i —  0)"*~*  et 
dépendant  ainsi  du  nombre  variable  d,  n'est  pas  exacte 
pour  m<;i,  puisque  ce  facteur  augmenterait  indéfini- 
ment si  le  nombre  6  s'approchait  indéfiniment  de  l'unité. 

13.  Considérons  enfin  le  produit 

m  {m  —  I ) .  . . f  w  —  /? ) 
1.2.  .  .\/î  -+-  i) 

en  supposant  m  imaginaire.  On  peut  le  mettre  sous  la 
forme 

f        .    ff                     ,        ,  .     ^,  iw   -f-  I 
puis,  en  posant  //*  =  m  -f-  ///i  ,  comme  la  sene  JL 


—  )  est  convergente,  on 

verra  (n°  10)  que  ce  produit  a  pour  limite  zéro  lorsque 
la  valeur  de  m'  -h  i  est  positive. 

Cette  proposition  permet  de  juger  de  l'exactitude  de  la 
formule  du  binôme  dans  le  cas  de  x  =  cos^  +  isinc^  si 
l'exposant  m  reçoit  des  valeurs  imaginaires  :  cas  parti-^ 
culier  omis  dans  tous  les  Traités,  mais  dont  s'est  occupé 
Abel  dans  un  célèbre  Mémoire. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  la  formule  de 
M.  Sarrus,  rappelée  au  n^  H,  continue  d'être  exacte 
lorsque  m  est  imaginaire. 


(  i34) 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  865 

(foir  1*  série,  t.  TU,  p.  igi); 

Par  m.  WIGKERSHEIME, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 

On  circonscrit  à  une  surface  de  vis  à  filet  carré  une 
surface  dév^eloppable  dont  les  divers  plans  tangents 
sont  parallèles  aux  plans  tangents  à  un  cône  du  se- 
cond degré ^  la  projection  de  la  courbe  de  contact  sui' 
un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  de  Vhéliçoide  est  une 
podaire  de  conique,  (  Laguerre  - Verly .) 

La  question  proposée  peut  être  ënoDcée  ainsi  :  «  Une 
surface  développable  étant  circonscrite  à  une  surface  de 
vis  à  filet  carré  et  à  une  conique  A  ('*)  située  à  Tinfini, 
trouver  la  projection  de  la  courbe  de  contact  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe.  » 

Je  me  propose  de  trouver  les  points  du  lieu  qui 
sont  sur  un  rayon  quelconque  OM  du  cercle  qui  sert 
de  base  au  cylindre  sur  lequel  est  tracée  rhélice  direc- 
trice de  la  surface.  Celte  droite  est  la  projection  d'une 
infinité  de  génératrices  de  cette  surface.  Soit  O^JVl'  Tune 
de  ces  génératrices.  On  peut  faire  passer  par  cette  droite 
deux  plans  tangents  à  la  conique  A,  et  ces  deux  plans 
toucheront  la  surface  de  vis  en  deux  points  dont  la  pro- 
jection sur  le  plan  horizontal  (Taxe  de  Thélice  étant 

(*)  Le  lecteur  est. prié  de  Taire  la  figure. 
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supposé  vertical)  donnera  deux  points  du  lieu  situé 
sur  OM.  Il  est  clair  que  par  chacune  des  autres  généra- 
trices projetées  en  OM  on  peut  de  même  faire  passer 
deux  plans  tangents  à  la  conique  A^  mais  ces  plans  se- 
ront parallèles  à  ceux  dont  je  viens  de  parler,  et  leurs 
points  de  contact  se  projetteront  tous  aux  deux  points 
dont  je  viens  de  parler. 

Pour  étudier  le  lieu  cherché,  il  sufljt  donc  de  considé- 
rer la  génératrice  particulière  O'M',  OM.  En  général, 
un  plan  quelconque  étant  mené  par  cette  droite,  pour 
trouver  son  point  de  contact  avec  la  surface  de  vis,  on 
pourra  se  servir  d^un  paraboloïde  de  raccordement  ayant 
pour  plan  directeur  le  plan  horizontal  et  pour  directrices 
Taxe  ^o'  de  Thélice  et  la  tangente  à  cette  courbe  au 
point  M  \  la  seconde  génératrice  du  paraboloïde  passant 
au  point  de  contact  passera  par  le  point  de  rencontre  de 
la  trace  horizontale  du  plan  donné  avec  la  trace  horizon- 
tale OT  de  la  surface;  de  plus,  cette  seconde  génératrice 
ayant  pour  plan  directeur  le  plan  vertical  MT,  sa  pro- 
jection horizontale  sera  perpendiculaire  à  OM.  Donc, 
si  Boi  et  d'à'  sont  les  traces  horizonules  des  deux  plans 
que  Ton  peut  mener  par  la  génératrice  O'M'  tangentiel- 
lement  à  A,  les  droites  «fx  et  oc'/x',  perpendiculaires  à  OM, 
couperont  celte  dernière  droite  en  des  points  du  lieu 
silués  sur  OM.  Le  lieu  est  donc  la  projection  du  point  O 
sur  Tenveloppe  des  droites  telles  que  jua  et  [tf  a'.  Cette 
enveloppe  est  une  courbe  de  deuxième  classe,  car,  dia- 
prés ce  qui  précède,  on  ne  peut  lui  mener  que  deux  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée.  D'où  la  solution 
Je  la  question  proposée. 

La  démonstration  qui  précède  montre  qu'en  généra), 
ii  une  surface  dé%>eloppable  a  pour  cône  dii-ecteiir  un 
mie  de  /i"^'""*  classe,  la  projection  de  la  courbe  de  contact 
mien''""'  plan  perpendiculaire  à  l'axe  est  la  podairc 
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d'une  courbe  de  «*'"•*  classe.  Dans  la  question  actuelle, 
on  peut  se  proposer  de  chercher  dans  quel  cas  la  courbe 
aura  une  branche  infinie.  Il  faut  nécessairement  que  la 
courbe  enveloppe  des  droites  telles  que  /xa,  {i^a  soit  une 
parabole,  par  conséquent  que  Tune  de  ces  droites  soit 
toujours  à  Tinfini.  Le  plan  horizontal  passant  par  la  gé- 
nératrice O'M'  doit  donc  être  tangent  à  la  conique  A  ; 
en  d'autres  termes,  le  cône  du  second  degré  directeur  de 
la  surface  développable  doit  être  tangent  à  un  plan  hori- 
zontal. 

PUBLICATIONS  RÉGENTES. 


Théorie  élémentaire  des  quantités  complexes  ,•  par 
J.  HoÏTEL,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bor- 
deaux. —  Première  Partie  :  j4lgèbre  des  quantités 
complexes^  1867  (64  p.).  —  Deuxième  Partie  :  Théorie 
des  fonctions  uniformes}  1869  (i44  P*)  —  *  vol.  grand 
in-8  en  deux  fascicules,  etc.  —  Paris,  Gauthier-Villars, 
libraire,  quai  des  Augustins,  55.  —  Prix  :  i"  Partie, 
a  fr.  5o  c.  j  2*  Partie,  4  fr. 

Les  premiers  inventeurs  de  l'Algèbre,  lorsqu'une 
équation  n'admettait  pas  de  solutions  réelles,  se  conten- 
taient de  la  dire  impossible.  Plus  tard,  à  mesure  que  la 
théorie  des  équations  fît  des  progrès,  on  s'aperçut  que  les 
théorèmes  découverts  pour  les  équations  qui  ont  toutes 
leurs  racines  positives  exigent,  pour  être  étendus  à  toute 
espèce  d^équalions,  non-seulement  que  Ton  prenne  en 
considération  les  racines  négatives,  que  jusqu'au  temps 
de  Descartes  ou  a  nommées  Thcvaes  fausses  y  mais  encore 
que  Ton  compte  comme  racines  certains  symboles  dé- 
pourvus en  apparence  de  toute  signification  réelle  et  se 
ramenant  tous  à  l'indication  de  l'opération  impossible 
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marquée  par  le  signe  y/ —  i .  On  donna  à  ces  expressions 
le  nom  de  racines  impossibles  ou  imaginaires. 

Bientôt  Moîvre,  guidé  par  les  analogies  qui  existent 
entre  le  cercle  et  Thyperbole  équilalère,  découvrit  le  cé- 
lèbre théorème  qui  porte  son  nom,  et  c*est  de  celte  décou- 
verte que  date  l'introduction  des  symboles  imaginaires 
comme  un  auxiliaire  important  dans  l'Analyse  des  quan- 
tités réelles.  La  théorie  de  ces  symboles  fut  fondée  dans 
le  siècle  dernier,  principalement  par  les  travaux  d*Euler 
et  de  d'AIembert,  et  c'est  Cauchy  qui,  de  nos  jours,  y  a 
mis  la  dernière  main. 

Cependant,  quelque  légitimes  que  soient  les  démons- 
trations fondées  sur  le  théorème  de  Moivre  et  l'emploi 
purement  symbolique  des  imaginaires,  il  faut  avouer  que 
ce  procédé  laisse  toujours  dans  l'esprit  une  certaine  obscu- 
rité, et  il  n'est  pas  étonnant  que  de  bons  esprits  n'y  aient 
vu  qu'une  sorte  de  procédé  mnémonique,  dont  il  serait 
dangereux  de  poursuivre  l'emploi  en  dehors  des  limites 
dans  lesquelles  on  peut  soumettre  les  résultats  à  un  con- 
trôle Indépendant  des  symboles  en  question. 

Aussi  a-t-on  cherché,  dès  le  milieu  du  xviii®  siècle,  à 
donner  une  autre  base  à  cette  méthode,  qui  s'annonçait 
comme  si  féconde,  et  à  laquelle  il  ne  semblait  manquer 
que  d'être  suffisamment  sûre.  Ces  tentatives,  d'abord  in- 
fructueuses, ont  été  reprises  avec  succès  par  le  Genevois 
Robert  Argand,  que  Ton  doit  regarder  comme  le  vrai 
fondateur  de  la  théorie  réelle  des  symboles  dits  imagi- 
naires. Les  travaux  d'Argand,  qui  datent  de  1806,  et  qui 
ontété  rappelés  en  i8i3  dans  le  recueil  si  connu  dés  j4n^ 
nales  de  Gergonne,  n'en  ont  pas  moins  passé  presque 
inaperçus,  et  la  preuve,  c'est  que  la  théorie  d'Argand  a 
été  réinventée  un  grand  nombre  de  fois,  tant  en  France 
qu'à  l'étranger.  Nous  n'oserions  même  pas  répondre 
qu'après  l'adoption  définitive  de  ces  idées  par  Cauchy, 
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dans  les  dernières  années  de  sa  vie,  et  la  pleine  justice 
qu'il  a  rendue,  dans  le  dernier  volume  de  ses  Exercices 
d'Atialjsey  aux  mérites  d'Argand,  cette  doctrine  soit  bien 
connue  de  tous  les  géomètres  contemporains,  et  qu*on 
ne  la  réinvente  pas  encore  quelque  jour,  du  moins  en 
France,  le  seul  pays  où  elle  n'ait  pas  encore  pénétré  dans 
renseignement  classique. 

Pour  Argand  et  ses  successeurs,  Fimpossibilité  des  opé- 
rations indiquées  par  le  symbole  \j —  i  tient  uniquement 
à  la  signification  trop  restreinte  que  Ton  attribue  à  Fidée 
de  quantité  et  aux  opérations  représentées  par  les  signes 
de  l'Algèbre.  Toute  quantité  absolue  ou  arithmétique 
peut  être  représentée  géométriquement  par  un  segment 
porté  sur  un  axe  dans  une  seule  direction  déterminée. 
Toute  quantité  algébrique,  c'esl-à-dirc  positive  ou  néga- 
tive, peut  être  représentée  par  un  segment  porté  sur  un 
axe  suivant  Tune  ou  l'autre  des  deux  directions  opposées, 
qui  font  entre  elles  un  angle  égal  à  deux  angles  droits.  Si 
l'on  étend  au  plan  entier  le  champ  de  la  représentation 
des  quantités,  on  sera  amené  à  considérer  les  quantités  re- 
présentées par  des  droites  de  longueur  et  de  direction 
quelconques.  Une  telle  droite  constitue  ce  que  Cauchy 
nomme  une  quantité  géométrique. 

Une  quantité  géométrique  est  déterminée  au  moyen 
de  deux  nombres  (coordonnées,  soit  rectilignes,  soit  po- 
laires), de  sorte  que  les  opérations  faites  sur  les  quantités 
géométriques  portent  à  la  fois  sur  ces  deux  nombres. 

L'addition  correspond  à  la  construction  en  Mécanique 
de  la  composition  des  forces  ou  des  vitesses.  La  multipli- 
cation se  compose  de  la  multiplication  des  modules  et  de 
l'addition  des  arguments,  ces  derniers  se  comportant 
comme  des  logarithmes.  Au  moyen  de  ces  définitions, 
toute  opération  sur  les  quantités  géométriques  (ou  com- 
plexes, comme  on  les  appelle  plus  généralement)  se  ra- 
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mène  à  une  construction  géométrique  réelle,  dont  les 
lésuhats  peuvent  être  représentés  par  des  nombres  réels  ; 
de  sorte  que  celte  théorie  bannit  complètement  de  l'Al- 
gèbre les  nuages  dont  semblait  entouré  le  mot  à^ imagi- 
naire, 

Â  ce  point  de  vue,  le  théorème  de  Moivre  \^)  n'est  plus 
autre  chose  qu'une  représentation  algébrique  d'un  théo- 
rème géométrique  sur  les  projections  d'un  contour  poly- 
gonal, et  de  ce  théorème  on  déduit  de  la  manière  la  plus 
simple  et  la  plus  directe  toutes  les  formules  de  la  Trigo- 
nométrie plane. 

En  définissant  Texponentielle  à  exposant  imaginaire 
comme  le  résultat  de  la  substitution  d'une  variable  ima- 
ginaire à  une  variable  réelle  dans  le  développement  de  &" 
en  série,  on  obtient  immédiatement  les  formules  d'Euler 
qui  lient  les  fonctions  circulaires  aux  exponentielles; 
puis  on  est  conduit  k  étendre  au  cas  des  variables  com- 
plexes les  définitions  des  logarithmes  et  des  fonctions  cir- 
culaires inverses. 

Tel  est,  en  résumé,  le  contenu  de  la  première  Partie 
du  traité  de  M.  Hoûel,  intitulée  :  Algèbre  des  Quantités 
complexes*  Avant  d'entrer  en  matière,  l'auteur  rappelle 
en  quelques  pages  Thistorique  de  la  question,  et  pour  ser- 
vir d'introduction  à  l'étude  des  quantités  complexes,  il 
indique  comment  ou  pourrait  remplacer  avec  avantage, 
dans  la  théorie  des  quantités  négatives,  les  considérations 
arithmétiques,  qui  conduisent  à  en  faire  de  purs  sym- 
boles, par  des  considérations  fondées  sur  la  notation  géo- 
métrique et  remplaçant  le  symbole  par  la  réalité.  De  là 
il  passe  au  développement  des  idées  d'Argand  et  aux 
conséquences  analytiques  qu'on  en  a  tirées. 

Dans  l'étude  des  fonctions  susceptibles  de  plusieurs  va- 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  a*  série,  l.  VII,  p.  iH/|. 
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leurs,  M.  Hoûel  passe  entièrement  sous  silence  les  déter- 
minations désignées  par  Cauchy  sous  le  nom  de  valeurs 
principales.  Il  a  pensé,  sans  doute,  que  la  considération 
de  ces  valeurs,  reposant  sur  des  conventions  souvent  ar- 
bitraires, ne  sert  qu'à  compliquer  Ténoncé  des  théorèmes 
et  à  créer  des  distinctions  qui  n*ont  rien  d'essentiel  dans 
les  applications.  Aussi  les  géomètres  allemands  ne  font-ils 
aucune  mention  de  ces  valeurs,  dont  .on  peut  toujours 
éviter  l'emploi. 

La  seconde  Partie,  récemment  publiée,  de  l'ouvrage 
de  M.  Hoûel  contient,  sous  le  titre  de  Théorie  des  Fonc- 
tions uniformes,  les  principaux  résultats  des  découvertes 
deCaucby,  avec  les  simplifications  importantes, dues  aux 
travaux  qui  ont  été  faits  en  Allemagne. 

Cauchy  considérait  toute  quantité  déterminée  par  la 
valeur  d'une  quantité  complexe  comme  une  fonction  de 
cette  quantité.  Cette  définition  convenant  généralement 
à  toute  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  il  a 
fallu,  pour  obtenir  des  fonctions  pouvant  se  traiter  parles 
mêmes  règles  que  les  fonctions  d'une  seule  variable,  se 
borner  à  une  classe  particulière  de  fonctions,  que  Cauchy 
appelle  fonctions  monogènes,  Riemann  et  son  école  ont 
pris  tout  d'abord  le  mot  fonction  avec  sa  définition  res- 
treinte, ce  qui  dispense  de  reproduire,  dans  chaque 
énoncé  le  motmo/iog^è/ie.  Cette  définition  des  fonctions, 
suivie  de  considérations  sur  la  continuité  et  sur  le  nombre 
des  valeurs  d'une  fonction,  forme  l'objet  du  Chapitre  P*". 

Dans  le  Chapitre  suivant,  M .  Hoûel  expose  les  théorèmes 
fondamentaux  de  Cauchy  sur  les  intégrales  prises  le  long 
d'un  contour  donné,  en  empruntant  à  Riemann  les  prin- 
cipales démonstrations.  Les  intégrales  prises  le  long  d'un 
contour  quelconque  renfermant  des  points  de  disconti- 
nuité se  ramènent  aux  iutégraleb  prises  le  long  de  con- 
tours infiniment  petits  traci's  autour  de  ces  points,  et 
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auxquelles  Cauchy,  partant  d'autres  considérations,  a 
donné  le  nom  de  résidus.  Tonte  fonction  continue  et  uni' 
forme  (ou  monodrome)  à  l'intérieur  d'un  contour  donné 
peut  s'exprimer  sous  forme  de  résidu,  et  c'est  de  cette 
expression  que  Cauchy  a  tiré  son  beau  théorème,  qui 
contient  comme  cas  particulier  le  théorème  de  Taylor,  et 
qui  a  été  généralisé  par  P.  Laurent. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  l'étude  d^une  fonction 
dans  le  voisinage  d'un  zéro  ou  d'un  infini.  L'ordre  infini- 
tésimal de  la  fonction  est  exprimé  par  le  résidu  de  sa  dé- 
rivée logarithmique. 

Tant  que  Ton  choisit  le  plan  pour  champ  de  représen- 
tation d'une  variable  complexe,  on  ne  saisit  pas  bien 
Tanalogie  qui  existe  entre  les  résultats  correspondants 
anx  valeurs  nulles  et  aux  valeurs  infinies  de  la  variable. 
Cette  analogie  ressort  avec  évidence  lorsqu'on  adoptcTun 
mode  de  représentation  qui  permet  de  fixer  un  point  réel 
€l  déterminé  pour  répondre  aux  valeurs  infinies  de  la  va- 
riable. C'est  ce  qu'a  fait  Riemann,  en  reportant  sur  la 
sphère,  à  l'aide  de  la  projection  stéréographique,  tous  les 
points  du  plan,  y  compris  ceux  qui  sont  à  l'infini. 
M.  Neumann  a  complété  cette  construction  au  moyen 
d'un  nouveau  plan,  qu'il  appelle  le  plan  antipode,  et 

dont  les  points  correspondent  aux  valeurs  inverses  -  de 

la  variable  indépendante  z. 

Dans  le  Chapitre  IV,  consacré  à  cette  étude,  M.  Hoûel 
reproduit,  d'après  les  ouvrages  de  MM.  Durège  et  Neu- 
mann, les  démonstrations  de  divers  théorèmes,  établis 
d  une  autre  manière  par  Cauchy,  et  donne  un  aperçu  des 
recherches  de  Riemann  sur  la  détermination,  au  moyen 
du  Principe  de  Dirichlet,  d'une  fonction  dont  on  connaît 
les  valeurs  sur  un  contour  donné  et  les  points  de  disconti- 
nuité à  l'intérieur  de  ce  contour. 
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Le  Chapitre  V  traite  de  différentes  applications  analy- 
tiques des  théories  précédentes  : 

i^  Théorèmes  de  Cauchy  sur  la  détermination  du 
nombre  des  racines  d'une  équation  comprises  dans  une 
aire  donnée.  Extension  du  théorème  de  Sturm  aux  racines 
imaginaires. 

2^  Développement  des  fonctions  en  série  périodique 
en  partant  du  théorème  de  Laurent.  Application  a  la 
fonction  perturbatrice. 

3"  Série  de  Bûrmann^  d'où  celle  de  Lagrange  se  déduit 
comme  cas  particulier.  Conditions  de  convergence  de  cette 
série.  Application  au  problème  de  Kepler  :  dans  ce  der- 
nier calcul,  on  voit  bien  Futilité  de  la  notation  des  fonc- 
tions hyperboliques  et  des  Tables  de  ces  fonctions,  telles 
que  celles  que  M.  Hoûel  a  publiées  dans  son  Recueil  de 
formules  et  de  TcAles  numériques, 

4^  Décomposition  d'une  fonction  en  une  série,  finie  ou 
infinie,  de  fractions  simples.  La  considération  du  reste  de 
la  série,  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  de  termes,  donne 
au  développement  la  rigueur  indispensable. 

5^  Du  développement  en  fractions  simples  du  loga- 
rithme d'une  fonction,  on  déduit  le  développement  de  la 
fonction  en  un  produit  infini. 

6°  La  partie  la  plus  importante  de  ce  Chapitre  traite 
du  calcul  des  intégrales  définies.  L'Auteur  ramène  au 
théorème  fondamental  du  Chapitre  II  les  méthodes  don- 
nées à  diverses  reprises  par  Cauchy  pour  la  détermination 
de  classes  très-générales  d'intégrales  définies.  Il  précise 
certaines  conditions,  vaguement  indiquées  par  Cauchy, 
et  nécessaires  pour  la  validité  des  formules,  et  son  travail 
facilite  singulièrement  la  lecture  du  beau  et  difficile  Mé- 
moire que  Cauchy  a  publié  dans  les  Annales  de  Ger- 
gonne,  et  que  M.  l'abbé  Moigno  a  reproduit  en  partie 
dans  ses  Leçons  de  Calcul  intègraL 
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Dans  ces  deux  fascicules,  M.  Hoûel  a  rassemblé,  avec 
la  lucidité  d'exposition  d^un  professeur  expérimenté,  les 
plus  importants  résultats  et  les  démonstrations  les  plus 
simples  que  contiennent  les  ouvrages  allemands  qui  ont 
traité  le  même  sujet.  Il  y  a  joint  quelques  perfectionne- 
menu  de  détail  qui  lui  appartiennent  en  propre.  Un  tel 
travail,  consciencieusement  exécuté,  avec  des  prétentions 
raodestesy  pourra  rendre  d'utiles  services  aux  commen- 
çants, en  leur  épargnant  la  plupart  des  difficultés  qui  re- 
butent si  souvent  le  lecteur  qui  aborde  sans  préparation 
les  œuvres  des  inventeurs. 

Puisse  Taccueil  que  recevra  cet  Ouvrage  encourager 
TAuleur  à  tenir  sa  promesse  de  donner  dans  une  troi- 
sième  Partie  un  exposé  des  théories  deRiemann,  encore 
si  peu  répandues  dans  notre  pays,  et  que  nos  voisins  cul* 
tiveut  avec  tant  d^ardeur  et  de  succès! 

QUESTIONS. 

925.  Démontrer  qu*en  développant,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  X,  la  quantité 

\         ;»  \'  \* 

•r  H 1 X  -h 


I        1.2  1.2.3        12.34' 


I  -t-  -  X  H 1 a:  -+- 


1  1.2       1.2.3  I .2.3.4 

le  coefficient  de  X"  est  un  polynôme  L„  du  n'*'"'  degré 
en  T,  contenant  le  facteur  jc' —  i,  et  que  Téquation 

=  o 

r'  —  I 

a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre 
—  1  et  -+-I.  (Ch.  Hekmite.) 
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926.  Étant  données  deux  équations 

fyx,  z)  —  o,     ^(7,  s)  =  o; 

trouver  quelles  relations  doivent  exister  entre  les  coeffi- 
cients, pour  que  ces  équations  représentent  un  cercle. 

En  supposant  que  ces  relations  existent,  déterminer  le 
centre  de  ce  cercle,  la  direction  de  son  plan,  la  longueur 
de  son  rayon. 

Application  numérique  : 

i5y^  -\-2^zx-h  i53«^  —  76/  -\-  258z  —  696  =: o, 
9.5x^-h  7^x3  •+- 160 s'  -h  22.r  -h  2482  —  1487  =0. 

(J.-Ch.  Dupaih.) 

927.  Former  Téquation  des  coniques  qui  ont  pour 
centre  Torigine  des  coordonnées  et  qui  passent  par  deux 
points  :  Tun  réel  ayant  pour  coordonnées 

.rz=za,     X=:b; 

l'autre  imaginaire  ayant  pour  coordonnées 

X  =  a  \'  —  I,    X  s=  —  b  \/ —  I . 

Trouver  ensuite  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  Taxe  des  y.  (J.-Ch.  Dupain.) 

928.  Former  Téquation  des  coniques  qui  ont  pour 
centre  Torigine  des  coordonnées  et  qui  passent  par  deux 
points  imaginaires  conjugués  :  Tun  de  ces  points  ayant 
pour  coordonnées 

,r  =  a  (cos45*  4-  ^ — isin45**), 
y^  =:b  (cos45"  —  v'— I8in45*»). 

Trouver  ensuite  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  l'axe  des j^.  (J.-Ch.  Dupain.) 
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BISGUSSION  DE  L'INTERSBGTIOIII  DR  DEUX  SURFACES 
DO  SECOND  ORDRE 

(salte,  Toir  a*  série,  t.  VII,  p.  137); 
Par  m.  L.  PAINVIN. 


§  VI.  —  L'équation  en  X  a  deux  couples 
de  racines  égales. 

30.  Lorsque  l'équation  en  X  a  deux  couples  de  racines 
égales,  les  trois  cas  suivants  peuvent  se  présenter  : 

Prbvikr  cas.  —  Les  deux  cônes  (A)  et  (B)  correspondant  res- 
pectÎQement  aux  racines  doubles  sont  des  cônes  proprement 
dits. 

Les  deux  surfaces  ont  en  commun  Varéte  ÂB  qui 
joint  les  sommets  des  deux  cônes  ;  elles  se  touchent  aux 
points  A  et  B. 

Réciproquement,  lorsque  les  deux  surfaces  se  tou- 
chent en  deux  points  distincts  d'une  génératrice  com- 
mune, l'équation  en  "k  a  deux  racines  doubles  y  et  les 
cônes  correspondant  à  ces  racines  doubles  sont  des  cônes 
proprement  dits. 

Les  points  A  et  B  sont  les  seuls  points  ayant  même 
plan  polaire  par  rapport  aux  deux  surfaces  ;  le  plan 
polaire  de  A  est  le  plan  BAD,  tangent  commun  en  A; 
le  plan  polaire  de  B  est  k  plan  ABC,  tangent  commun 
en  B  aux  deux  surfaces, 

La  courbe  d^ intersection  des  deux  surfaces  se  compose 
de  la  génératrice  commune  AB  et  d^urte  courbe  rencon- 
trée en  trois  points  par  un  plan  quelconque  ,•  cette  courbe 

Ànn.  de  SHalhémaL^  2«  série,  t.  VIII.  (Avril  1869.)  lO 
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est  donc  du  troisième  ordre,  cest  la  cubique  gàtjche. 

Les  droites  AD  et  BC^  intersections  des  cônes  (A)  et  (B) 
par  les  plans  tangents  communs  aux  deux  surfaces, 
sont  les  tangentes  en  k  et  h  à  la  courbe  gauche. 

Un  plan  quelconque,  passant  soit  par  AD,  soit  par 
BC,  coupe  les  deux  snrfaces  suii^ant  deux  coniques  oscu- 
latrices;  le  contact  est  du  second  ordre. 

Deuxième  cas.  —  L'un  des  cônes  ^  (Aj  par  exemple  y  est  un  cône 
proprement  dit;  le  second  cône  (h)  se  réduit  à  un  système  de 
detun  pians. 

Les  deux  surfaces  se  touchent  en  trois  points,  et  ne 
sont  pas  circonscrites  l'une  à  r autre ,  elles  s^  touchent 
d^ abord  au  point  A,  sommet  du  cône  proprement  dit  ; 
le  plan  tangent  commun  coupe  les  deux  surjaces  sui- 
vant  les  deux  mêmes  droites  AB  et  AD.  Le  système  de 
ces  deux  droites  est  la  première  des  sections  planes  com- 
munes aux  deux  surfaces;  le  plan  tangent  commun  BAD 
est  un  des  plans  du  système  (B).  Vautre  section  plane 
est  une  conique  proprement  dite^  située  dans  le  second 
plan  BDC  du  système  (B)  et  sur  le  cône  ayant  son  som- 
met en  A.  Cette  conique  rencontre  V intersection  des 
deux  plans  en  B  etD\  en  ces  points  elle  est  tangente 
aux  droites  BC  et  DC,  intersections  de  son  plan  a\^c  les 
plans  tangents  au  cône  (A)  suixfant  les  droites  AB  et  AD. 
Les  plans  ABC  et  ADC  touchent  respecti%fement  en  B 
et  D  les  deux  surfaces. 

Tous  les  points  de  la  droite  BD,  intersection  des  deux 
plans  du  système  (B),  ont  même  plan  polaire  par  rap^ 
port  aux  deux  surfaces;  ces  plans  polaires  passent  par 
la  droite  AC,  intersection  des  plans  tangents  communs 
aux  deux  surfaces  en  BetTi.  Le  sommet  A  a  même  plan 
polaire  par  rapport  aux  deux  surf  aces  ^  ce  plan  polaire 
est  le  plan  tangent  commun  en  A. 
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Troisième  cas.  —  Les  deux  c6nvs  (A)  6t  (B)  se  réduisent 
à  un  système  de  deux  plans. 

Les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  quatre  droites^ 
cest-à-dire  sont  circonscrites  au  quadrilatère  ADBCA 
formé  par  les  intersections  des  plans  de  chaque  système 
entre  eux 9  abstraction  faite  des  arêtes  de  ces  systèmes. 

Les  deux  surfaces  se  touchent  en  quatre  points  ,•  les 
plans  ADB,  ACB,  CBD,  DAC  touchent  respectivement 
les  deux  surfaces  aux  points  D,  C,  B,  A. 

Tous  les  points  de  V arête  AB  ont  même  plan  polaire 
par  rapport  aux  deux  surfaces  :  ces  plans  passent 
par  CD  ;  tous  les  points  de  r arête  CD  ont  également 
même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux  surfaces  :  ces 
plans  passent  par  AB. 

31.  PreooQS  les  sommets  des  deux  cônes  correspon- 
dant respectivement  aux  racines  doubles  pour  som- 
mets A  et  B  du  tétraèdre  de  référence,  désignons  par  X^ 
et  Xf  les  l'acines  doubles  de  Féquation  en  X. 

Si  les  équations  des  deux  surfaces  sont 

j  (S)      Aux' -h  A„/'  H- ...  H-  2A,4  zt  =L  o, 
I  (TJ      B„a:«-f-BM>^^-h...-f- aB34X/  =  o, 

l'équation  du  cône  correspondant  à  la  racine  double  X^ 
sera 

(B„  +  X,A„)x«H-(B„-l-X,A„)r'-«----H2(Bj4-H>,Aa4)2/  =  o; 

ce  cône  devant  avoir  son  sommet  en  A,  son  équation  ne 
devra  renfermer  que  les  variables  jr,  z^  t  ;  on  aura  donc 

Il  Bn Bii B,3  ^_  B^^ 

Aii         A|j        Aia        A|4 

De  même,  le  cône  correspondant  à  la  racine  Xj  devant 
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avoir  son  sommet  en  B,  son  équation  ne  devra  renfermer 
que  les  variables  Xj  z^t]  on  aura,  par  suite, 


(3) 


Bii Bji B33 Bîi 

Ail        Ajj       A23        Aj4 


Puisque  les  racines  Xo  et  X^  sont  différentes,  on  conclut 
d'abord  de  la  comparaison  des  relations  (a)  et  (3)  : 

Au=o,     B„  =  o; 

les  équations  des  deux  surfaces  s'écriront  alors 


(4) 


-+-  lAiijz-h  2A„  j/-h  A3,8^-h  nA^^zt-h  A44/»=o, 

t  Xp(A,,X*-h2A,3JF*-H2AuX/) 

-  X,  (A„7«  -h  2A„7«  +2A,4rO  +  B,3a»H-  2B34  »r  -♦-  B44r»=  o. 


Les  équations  des  deux  cônes  sont  respectivement 


(5) 


^[A]  (>.— >.)(A„/'H-2A„/z  +  2A,4rO-«-(B33  4->,A53)«'  . 

H-  2(834  H-X.A34)«r +  (B44  -*->.A44)/»=:0, 

I  [B]  (>,— >o)(A„x»-h2A,3a:«H-2A,4^/)  -hCBja-l-X.Aj,)*' 

H-2(B34  4->.A34)zf-|-(B44-*-X,B.4)/'=o; 


et  Téquation  en  X  devient 


(6)().->o)(^->.) 


Aii  o  Ai3  A|4 

o  A  a,  Aaa  Aj4 

A3,(X— >•)  A,3(>  — X.)  B334-XA33  B34-f-XAai 
A4,(>  — Xe)  A4,(X  — X.)  B43-f-XA43  B44-*-XA„ 


Il  faut,  en  outre,  exprimer  que  le  déterminant  qui 
figure  dans  cette  équation  s'annule  pour  X  =  Xo  et  X  =  X]  ; 
on  a  ainsi  les  deux  équations  suivantes,  qui  doivent  être 


(  '49) 


vérifiées  simultanément 


(7) 


(7') 


A.. 


An                      Ajj  Aj4 

A3,  ( X,  —  >,)  Bas  -4-  \  A33  Bs4  -h  >,  A34 

A42  {>.  —  >.),  B4,  -f-X.A43  B44H->.A44 

An                       A|3  A|4 

A31  (X,  —  \)  B33  +  ^1  A,3  B34  4-  X|  A34 

A4,(>,  >p)  B4s+^lA4)  B44+^|A44 


=  0, 


Ces  deux  relations  peuvent  être  vérifiées  de  quatre  ma- 
nières différentes  :  en  égalant  à  zéro  le  premier  facteur 
delà  relation  (7),  on  écrit  que  les  deux  surfaces  passent 
par  le  sommet  A  ;  en  égalant  à  zéro  le  second  facteur,  on 
écrit  que  le  cône  (A)  se  réduit  à  deux  plans. 

Nous  aurons  donc  à  examiner  les  trois  cas  suivants  : 

1^  Les  deux  cônes  (A)  et  (B)  sont  des  cônes  propre- 
ment dits  ; 

2®  Un  des  cônes  est  un  cône  proprement  dit,  et  Tautre 
se  réduit  à  deux  plans  ; 

3^  Les  deux  cônes  (A)  et  (B)  se  réduisent  respective- 
ment à  un  système  de  deux  plans. 

L  Les  deux  cônes  (A)  et  (B)  sont  des  cônes 
proprement  dits. 


32.  Dans  ce  cas,  on  a 


Aaa  =  O  ; 


et  CD  voit  que  la  droite  AB  est  tout  entière  sur  les  deux 
surfaces,  car  les  équations  (4)  sont  alors  vérifiées  par 
2=0  et  /  =  o. 

Lesdeux  surfaces  se  touchent  en  A  (y  =0,  z  =  o,  f  =  o)  ; 
le  plan  tangent  commun  est/^,  =  o,  ou 


H-  Au^: 


o; 
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elles  se  louchent  également  en  B  ( x  =  o,  z  =::  o,  £  =s  o); 
le  plan  tangent  commun  est^^'  =  o,  ou 

A»  «  -H  Aa4  f  =  o. 

Or  ces  deux  plans  tangents  en  des  poinu  diflerenls 
d'une  même  génératrice  ae  peuvent  pas  se  confondre  sî 
les  surfaces  ne  sont  pas  des  canes;  on  peut  d'ailleurs, le 
constater  directement  à  Faide  des  équations  (4)*  Mous 
pouvons  donc  prendre  le  premier  de  ces  plans  pour 
face  ABD  du  tétraèdre  de  référence,  et  le  second  pour 
face  ABC;  ce  qui  revient  à  supposer 

(a*)  A,4  =  o,     A„  =  o. 

Nous  remarquerons,  après  avoir  introduit  les  hypo- 
thèses (i°)  et  (2^)  dans  les  équations  (4)^  que  le  coeffi- 
cient Aia  ne  peut  pas  être  nul,  autrement  les  surfaces  se 
réduiraient  à  des  cônes.  Ainsi  les  équations  des  deux  sur- 
faces pourront  se  ramener  à  cette  première  forme 

iz^  -^  et*  -h  ^  b  zt  -h  ^dyt  -*-  2x2  =  o, 


(8) 

Ces  deux  équations  nous  montrent  que  «  les  deux  sur- 
»  faces  ont  en  commun  la  droite  AB,  et  elles  se  touchent 
»  aux  points  A  et  B,  sommets  respectifs  des  deux  cônes 
»  passant  par  leur  courbe  d'intersection.  » 

Réciproquement  :  ci  Lorsque  deux  surfaces  du  second 
»  ordre  se  touchent  en  deux  points  distincts  d'une  géné- 
»  ratrice  commune,  l'équation  en  X  a  deux  racines  dou- 
»  blés,  et  les  cônes  correspondant  i  ces  racines  doubles 
»  sont  des  cônes  proprement  dits,  n 

La  démonstration  de  cette  réciproque  n'offre  pas  de 
difficulté. 

33.  On  peut  encore  simplifier  les  équations  (8)  des 
deux  surfaces. 
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Le  cène  ayant  son  sommet  en  A  a  pour  équation 

(9)  (tf  — tf,)z* -4- (c--c,)/*-+2(*— *,)*/-+- 2  (rf—6/,)//=io; 

ce  cône  touche  ]e  plan  ABC,  ou  e  =  o,  suivant  l'aréte  AB  ; 
de  plus,  il  coupe  le  plan  ABD,  ou  ^  =  o,  suivant  les 
deux  droites 

(e  —  c,)/"  -f-  a(rf  —  rf.)  jr=  o. 

On  ne  peut  pas  supposer  d  =  d^  car  alors  le  cène  (9) 
se  réduirait  à  deux  plans;  le  cène  (9)  coupe  donc  le  plan 
ABD  suivant  deux  droites  distinctes,  dont  Tune  est  AB; 
prenons  la  seconde  pour  arête  AD  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence, c'est-à-dire  supposons 

Le  plan  tangent  à  ce  cène  suivant  AD  sera  distinct  du 
plan  ADB  -,  nous  pourrons  alors  le  prendre  pour  la 
face  ADC  du  tétraèdre  de  référence^  c'est-à-dire  que  le 
plan  j^  =  o  devra  toucher  le  cène  (9),  ce  qui  donne 

Eu  égard  aux  hypothèses  faites,  l'équation  du  cène 
ayant  son  sommet  en  B  devient 

,     .  adt  —  Ht  d  , 

(10)  — — -  z*  -+-<:/'  H-  a 6  af  -h  2x2  :-.  o. 

rf,  —  d 

Ce  cène  touche  le  plan  ABD,  ou  z  =  o,  suivant  la 
droite  AB,  et  il  coupe  le  plan  ABC,  ou  /  r=:  o,  suivant  les 
deux  droites 

adi  —  /7,  d 

— -  Z'  ■+-  2J:zz~-.  o, 

di  —  d 

Ces  droites  sont  distinctes,  TuneclVlles  est  BA*,  nous 
prendrons  la  seconde  pour  arête  BC  du  tétraèdre  de  ré- 
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férencc,  ce  qui  revient  k  supposer 

,3-,  î;  =  J  =  .. 

Le  plan  tangent  à  ce  cône  suivant  BC  sera  distinci 
du  plan  BCA,  nous  pourrons  alors  le  prendre  pour  la 
face  CBD  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire  que  le 
plan  X  =  o  devra  toucher  le  cône  (lo),  ce  qui  donne 

(4«)  b=:o,     d'où     b,  —  o. 

Ainsi  :  A  et  B  étant  les  sommets  des  deux  cônes,  AB  la 
génératrice  commune,  BAD  le  plan  tangent  commun  aux 
deux  surfaces  en  A,  ABC  le  plan  tangent  commun  en  B; 
de  plus,  AB  et  AD  étant  la  section  du  cône  (A)  parle 
plan  BAD,  et  DAC  étant  le  plan  tangent  à  ce  cône  sui- 
vant Tarète  AD;  BA  et  BC  étant  la  section  du  cône  (B) 
par  le  plan  BAC,  et  BCD  étant  le  plan  tangent  à  ce 
cône  suivant  Tarète  BC;  les  équations  des  deux  sur- 
faces^ rapportées  à  ce  tétraèdre,  se  présenteront  sous  la 
forme  : 

m 

j   [S]       1XZ-j-Ct'-haz^  ^  2djrt=:zCi, 

I  [T]     2.rz  -h  ct^  -+-  /•  {az^  -h  2rfjA)  —  o. 

Les  équations  des  cônes  (A)  et  (B)  seront  respective- 
ment 

[A]     az^-h  2dyi=z  o, 


[12)  , 

'  [B]     ce^-i-  2XZ  =zo; 

et  Téquation  en  X  devient 

(i3)  (>-4-i)»(X-h/)»  =  o. 

Remarque.  —  On  trouve  une  grande  analogie  entre 
les  équations  réduites  (11)  du  présent  numéro  et  les 
formes  réduites  (20)  du  n^  22;  il  y  a  néanmoins  pour  ces 
deux  cas  une  différence  essentielle  :  dans  le  cas  actuel, 
les  deux  surfaces  et  les  deux  cônes  ont  une  génératrice 


(.4)1 '•'-^'^'^ 
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commune,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  l'hypothèse  examinée 
au  n''  22. 

34.  Les  plans  polaires  d'un  point  (^r^^^O)  ^O)  'o)  p^r 
rapport  à  chacune  des  surfaces  (ii),  ont  respectivement 
pour  équations 

2,x  -f-  dt.x  H-  (  jr,  4-  fl«,)  «  -4-  (cfo  -f-  dj^)  t  =-  o, 
\X  ■+-  [x.  -{-Aaz,)  z  -h  (et.  4-  /-^Te)  ^  =  o. 

De  là  on  conclut  : 

«  Les  points  A  et  B  sont  les  seuls  points  ayant  même 
»  plan  polaire  par  rapport  aux  deux  surfaces,  ce  sont  les 
»  plans  tangents  communs  en  A  et  B. 

9  Les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  situé  sur 
»  âB  sont  distincts,  et  ils  passent  tous  par  AB;  ce  sont 
»  des  plans  tangents. 

n  Les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  situé  sur 
»  AC  sont  distincts,  et  passent  par  BD,  et  inversement.  » 

35.  Un  plan  quelconque  passant  par  AB,  coupe  les 
deux  surfaces  suivant  deux  droites;  AB  étant  une  droite 
commune,  il  reste  deux  autres  droites  qui,  par  leur  in- 
tersection, décrivent  la  courbe  commune  aux  deux  sur- 
faces. 

«  La  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  se  com- 
»  pose  de  la  génératrice  commune  AB  et  d'une  courbe 
»  rencontrée  en  trois  points  par  un  plan  quelconque  : 
')  cette  courbe  est  la  cubique  gauche, 

»  La  cubique  gauche  passe  par  A  et  B;  AD  et  BC  sont 
»  respectivement  les  tangentes  en  A  et  B.  » 

En  effet,  le  cône  (A)  est  coupé  par  le  plan  DAB,  tan- 
gent commun  en  A  aux  deux  surfaces,  suivant  les  deux 
droites  AB  et  AD  :  ce  sont  les  tangentes  au  point  double 
de  la  courbe  d'intersection  des   deux   surfaces;  or  la 
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courbe  d'interseclion  se  compose  de  la  cubique  gauche 
et  de  la  corde  AB,  et  elle  a  effectivement,  comme  courbe 
composée^  deux  points  doubles  A  et  B. 

Un  plan  quelconque  passant  par  la  génératrice  com- 
mune ne  rencontre  la  cubique  gaucbe  qu'en  un  seul 
point;  la  chose  est  évidente,  puisque  A  et  B  sont  déjà 
deux  points  de  la  cubique. 

36.  a  Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  AD 
»  coupe  les  deux  surfaces  suivant  des  coniques  oscala- 
»  trices,  le  contact  est  du  second  ordre,  la  tangente 
»  commune  est  AD  ;  la  même  propriété  a  lieu  pour  la 
})  droite  BC.  » 

Si  Ton  considère,  en  effet,  un  plan  quelconque  pas- 
sant par  AD,  savoir  : 

{i5)  7  — ««» 

et  si  Ton  remplace  y  par  olz  dans  les  équations  (ii),  il 
vient 

,  ^  \  ct^-h   az^  -h  idoLZt  H-2«x  =  o, 

(i6)  . 

»  c/'H- ^fla*H- 2rfita»/-h  2dra  =  o; 

ce  sont  des  cônes  de  même  sommet  sur  lesquels  se  trou* 
vent  les  sections  des  surfaces  (i  i)  par  le  plan  (i5).  Si  Ton 
assimile  ces  équations  à  celles  de  deux  coniques,  on 
trouve,  pour  l'équation  en  fx, 


o  u-f- 1  o 


=  o,    ou    (ft-f- i)'=:o; 


cette  équation  a  ses  trois  racines  égales;  d'ailleurs,  les 
cordes  communes  correspondant  à  la  racine  — i  sont 
distinctes;  par  conséquent,  les  cônes  (i 6)  sont  oscnla* 
tcurs,  et  le  contact -est  du  second  ordre;  donc,  etc. 


(  i55  ) 

II.  Le  cône  (A)  est  un  cône  proprement  dit; 
le  cône  (6)  S0  réduit  à  deux  plans, 

37.  D'après  l'analyse  du  n^  31,  on  a,  dans  ce  cas,  les 
deux  relations 


(17)      An  =  0, 


G  A,3  Au 

A.31  (X,  —  Xo)    B33  -h  >i  Asa    B34  -f-  X|  A31 


Le  plan  tangent  en  A  aux  deux  surfaces  (4)9  i)°  3i, 

esi/j!  =  o,  ou 

A,3e-H  Au(==o; 

ce  plan  est  le  même  pour  chacune  des  deux  surfaces;  pre- 
nons-le pour  face  ABD  du  tétraèdre  de  référence,  c'esl-à- 
dire  supposons  Ai4  =  0  5  les  équations  (4)j  n°  31,  des 
deux  surfaces  deviennent  alors 


(«8) 


;  2A13  ^z  -+-  AmJ*  -h  2A23 J2 

-f-  2A„7r-h  AaaZ'-f-  2A34Z/H- A4, /^:=:0, 

-  aÀe  A,8  a-z  —  ;,  (  Aï,/*  H-  2 A„/2  H-  ^uyt) 

\  -f-  B33  s'  -+-  2B34  zt  -f-  B44  ^'=  o  ; 

et  celles  des  cônes  sont 

[A]     (^.  — >.)(A„7'-4-2A,3ja  +  2A,470 

-4-  (  B3,  -h  \  A33)  «^  H-  2  (B34  H-  >«  A3«  )  Zt 
('9)     '  -f-(B44-4-XoA40''=o, 

I  [B]      2(X, ->o)An-*2-h(Bs8-4->.A33)x'' 

!  -\-  2  (B34  -h  >,  A34)3/  +  {B44  +  >.  A4i)  ^  =  z=:  O. 

Dans  le  cas  que  nous  étudions,  le  sommet  du  cône  (  A  ) 
est  en  A  et  déterminé  ;  mais  celui  dn  cône  (B)  est  indé- 
terminé, et  est  un  quelconque  des  points  de  Tintersection 
des  deux  plans  qui  constitue  le  système  (B). 
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Le  coefficient  A  j4  étant  nul,  la  seconde  des  relations  (17) 
devient 

A;3(B,,-h>.  A,4)  =  o, 

mais  A]s  ne  peut  pas  être  nul,  autrement  les  deux  sur- 
faces (18)  seraient  des  cônes-,  on  doit  donc  avoir 

les  plans  (B)  ont  alors  pour  équation 

2  [(B3,  -h  It  A„)  3  -h  2  (B,4  -h  >,  As*)  f  4-  2  (>,  —  X.)  A„x]=:o. 

Leur  droite  d'intersection  se  trouve  dans  la  face  DAB 
déjà  choisie;  elle  ne  peut  pas  d'ailleurs  passer  par  le 
point  A,  car  il  faudrait  pour  cela  que  A, s  fut  nul-, 
nous  pouvons  donc  la  choisir  pour  arête  BD  du  tétraèdre 
de  référence,  et  prendre  pour  face  DBC  le  deuxième  des 
plans  (B),  ce  qui  revient  à  supposer 

(  2"  )  B3,  -f-  X,  A„  =  0,     B„  4-  X.  A31  =  o. 

D'après  cela,  les  équations  (18)  des  deux  surfaces  pour- 
ront s'écrire 

■   2A,3X2-f  Aa,^*H- aAjajzH- aAur^ 

',        ]  -+- A3,2»-+- 2A,4zr-i-A44f==:o, 

(20)  \ 

I  2B|3xzH- A2,^'-+- 2A,37Z -f-2A24jr 

-f-  Aj,3»-+-  2As42r-f- A4«/*  =  o; 
celles  des  plans  (B)  et  du  cône  (A)  sont  respectivement 

j[B]  XZ=:0, 

(21)  j[A]     A,^r'+  A33Z'-H  Ah/'H-?.A,3J-« 

(  -i-  2A54j/-f-   2A34S^=^  O. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  choisi,  dans  le  tétraèdre  de  ré- 
férence, que  le  sommet  A,  la  face  BAD,  l'arèlc  BD  et  le 
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plan  DBC;  le  sommet  6  lui-même  n'est  pas  déterminé, 
c'est  un  point  quelconque  de  Tarèle  BD. 

Le  plan  ABD,  ou  2  =  o,  coupe  les  deux  surfaces  (20) 
suivant  les  deux  droites  communes 

ces  deux  droites  ne  peuvent  pas  coïncider,  autrement  on 
aurait 

Aj^  =  An  A41, 

et  les  surfaces  (  20)  se  réduiraient  à  des  cônes  ^  nous  pren- 
drons donc  ces  deux  droites  pour  arêtes  AB  et  AD,  puis- 
qu'elles passent  par  le  sommet  A  déjà  choisi,  c'est-à-dire 
que  nous  supposerons 

(3"»)  A„r=zO,     A44  =  o. 

Les  trois  sommets  A,  B,  D  du  tétraèdre  se  trouvent 
alors  déterminés,  ainsi  que  la  face  DBC.  D'ailleurs  le 
coefficient  As4  ne  saurait  être  nul,  car  les  surfaces  (20) 
se  réduiraient  à  des  plans  ;  les  équations  (20)  de  ces  deux 
surfaces  pourront  donc  s'écrire 

{  jrt -ha^z-^  bzt-[-cz^-h  dxi  =  Of 

22)  \ 

(  jf -f-fljz-l-  b zt  -h  cz^  -h dtxz  =:  o; 

Téquation  du  cône  (A)  est  alors 

(î3)  (A)     yt-ha^z-h  bu  -{-cz^zzzo. 

Le  cône  (A)  est  coupé  par  le  plan  z  =  0  suivant  les 
deux  droites  distinctes  AB  et  AD  5  prenons  pour  face  DAC 
le  plan  tangent  à  ce  cône  suivant  AD,  c'est-à-dire  que, 
pourj=  o,  on  devra  avoir  deux  droites  coïncidentes,  ce 
qui  donne  i  =  05  puis  prenons  pour  face  BAC  le  plan 
tangent  au  cône  (A)  suivant  AB,  il  en  résultera  a  =  o. 
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Les  équations  des  deux  surfaces  se  ramènent  donc  à 
Informe  définiiwe 

[S]     ^r  4- cz*-h  rfxr  m  o, 
[T]     yt-if€z''-^dxXZ=o, 

(24)  \       ou 
jf-f-  z{cZ'f-  dr)  —o, 

et  Téquation  du  cône  (A)  est 

(25)  (A)    jr  +  cz»  =  o. 

38.  Les  deux  surfaces  (S)  et  (T)  ont  en  commun  deux 
droites^  savoir  : 

z  =  o,    7  =  0,     ou     AD, 
2=1:0,     /  =  o»     ou     AB  ; 

ces  deux  droites  se  coupent  au  point  de  contact  des  deux 
surfaces,  et  sont  situées  dans  le  plan  ABD,  ou  2  =  o,  du 
système  (B). 

Le  second  plan  CBD  du  système  (B)  coupe  les  deux  sur- 
faces suivant  la  conique 

jr-f.c*'  =  o, 

ungente  aux  deux  droites  CB  el  DC,  la  corde  des  contacts 
est  la  droite  DB. 

Ainsi  :  «  Lorsque  Téquation  en  X  a  deux  racines  dou- 
»  blés,  que  Tun  des  cônes  (A)  est  un  cône  proprement 
»  dit,  et  que  l'autre  (6)  est  un  système  de  deux  plans, 
»  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  deux  courbes 
»  planes,  et  se  touchent  en  trois  points  sans  être  circon- 
»  cri  tes  Tune  à  l'autre.  Le  premier  point  de  contact  est 
»  le  sommet  A  du  cône  proprement  dit  ^  le  plan  tangent 
)>  commun  coupe  les  deux  surfaces    suivant  les  deux 


(  >59) 
»  mêmes  droites  AB  et  AD  :  c'est  la  première  courbe 
9  plane  commane  ;  le  plan  tangent  commun  est  un  des 
»  plans  du  système  (B). 

»  L'autre  courbe  plane  commune  est  une  conique  pro- 
0  prement  dite,  située  dans  le  second  plan  du  système  (B) 
I)  et  sur  le  cône  (A)  ;  elle  est  tangente,  en  B  et  D  ou  elle 
»  rencontre  l'intersection  des  deux  plans  (B),  aux  droites 
»  intersections  de  son  plan  avec  les  plans  tangents  au 
»  cône  (A)  suivant  les  génératrices  AB  et  AD  de  ce  cône 
»  situées  dans  le  plan  tangent  commun  en  A  aux  deux 
1)  surfaces.  Les  plans  ADC  et  ABC  louchent  les  deux  sur- 
n  faces  en  D  et  B.  Ainsi  les  deux  surfacet  se  touchent 
»  aux  trois  points  A,  B,  D.  )» 

La  réciproque  est  vraie;  on  la  démontre  en  choisissant 
le  même  tétraèdre  de  référence  que  ci-dessus,  et  en  écri- 
vant que  les  deux  surfaces  satisfont  aux  conditions  impo- 
sées. 

39.  Les  plans  polaires  d'un  point  (xo,  y^^  z^^  t^)  par  « 
rapport  aux  deux  surfaces  (24)9  ^^t  pour  équations 

|rfiZi,jrH- f»/  -h(rf,^tt-+-  2cs«)z-h  j,/==o. 

On  constate  aisément  les  propriétés  qui  suivent  : 
«  Tous  les  points  de  Tintersection  BD  des  deux  plans 
»  du  système  (B)  ont  même  plan  polaire  par  rapport  aux 
»  deux  surfaces,  et  ces  plans  passent  par  la  droite  AC, 
»  intersection  des  plans  tangents  au  cône  (A)  suivant 
»  les  droites  AB  et  AD  communes  aux  deux  surfaces. 

»  Le  sommet  A  a  même  plan  polaire  par  rapport  aux 
»  deux  surfaces  :  ce  plan  polaire  est  le  plan  tangent  com- 
^>  mun.  Ce  sont  les  seuls  points  qui  aient  même  plan  po- 
»  laire  par  rapport  aux  deux  surfaces,  n 


(  i6o  ) 

On  verra  encore  que  : 

((  Les  pôles  des  plans  passant  par  BD  sont  distincts  par 
»  rapport  à  chacune  des  surfaces,  et  se  meuvent  sur  AC, 
»  et  inversement.  » 

III.  Les  deux  cônes  (A)  et  (B)  se  réduisent 
à  un  système  de  deux  plans. 

40.  Je  prendrai  d'abord  deux  de  ces  plans  pour  faces 
ABC  et  ABD  du  tétraèdre  de  référence^  les  équations  des 
deux  surfaces  sont  de  la  forme 


(27) 


[  A„  x^  4-  A„y^  -h  As3  2*  -h  Au  t'  -f-  2 A„xx 

-h  2  A.jicz  -h  2  A,4  xf  +  2  An/ï  H-  a  Am  jf -h  2  A,**^  =  o, 
A„  x^  -f-  A„7»  -h  Aj3  *»  -h  Au  f *  -h  2  A,a  *r 

-h2A„j:2-h2AuJ:r-h2A„72  4-2A2«jrH-2B,4ï/  =  o; 


Téquation  en  X  possède  alors  une  racine  double,  et  le* 
quation  du  cône,  correspondant  à  Tautre  racine  Xt,  est 

IAm**-»-  A„jr^ -h  AiiZ^ -^  Au  t^ -h  ^AnXjr  -h  lAiiXZ 
B,4-hX,As, 
-h  2AuX/-f-  2A23/Z  -h  2Aj4/f  H-  2  — zi  =  o. 
A|  -f-  I 

Cette  équation  doit  représenter  deux  plans;  or  aucun 
de  ces  plans  ne  peut  se  confondre  avec  un  des  premiers; 
car  si  Tun  des  plans  (28)  coïncidait  avec  le  plan  ABD 
par  exemple,  on  verrait,  en  prenant  Tautre  pour  face  ADC 
(ce  qui  serait  alors  permis),  que  les  deux  surfaces  se  ré- 
duisent à  des  plans.  On  peut  donc  choisir  les  plans  re- 
présentés par  l'équation  (28)  pour  face  CDA  et  CDB  du 
tétraèdre  de  référence;  Téquation  (28)  devant  se  réduire 
à  xy  z=  o^  on  aura 

A,,  1^0,     Am  =  o,     A33==:o,     A44r=o,     A„  =  o, 
Am  =  o,      A„--0,      Am^^O,      B54  -4- >i  A34  =  o. 
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Les  équations  des  deux  surfaces  se  ramènent  alors  à 
la  forme  définitive 

/(S)     .y^au=o, 

^'  I  (T)    xr-+-«,«/  =  o. 

Le  tétraèdre  de  référence  est  maintenant  parfaitement 
déterminé  ^  on  voit  que  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
les  quatre  droites 

AD,     DB,     BC,     CA. 

<(  Ainsi  :  lorsque  Téquation  en  ^  a  deux  racines  égalés, 
»  et  que  les  cônes  correspondants  se  réduisent  à  deux 
»  systèmes  de  plans,  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
»  quatre  droites,  c'est-à-dire  sont  circonscrites  au  qua« 
»  drilatère  gauche  formé  par  les  intersections  des  sys- 
»  tèmes  de  plans  entre  eux,  abstraction  faite  des  arêtes 
»  de  chaque  système. 

»  Les  deux  surfaces  se  louchent  aux  quatre  points  A, 
»  B,  C,  D;  et  les  plans  tangents  communs  en  ces  points 
»  sont  respectivement 

CAD,     GBD,     ACB,     ADB. 

41.    Les    équations  des    plans    polaires   d'un   point 

(^0j  Joî  «01  *o)  sont 

(3o^  i  '^^•■^•^■^•"^  ^  (*'•■+■*• ')  =  ®» 

On  constate  alors  que  : 

«  Tous  les  points  de  Tarète  AB,  intersection  des  deux 
»  premiers  plans,  ont  même  plan  polaire  par  rapport 
»  aux  deux  surfaces  ;  ces  plans  passent  par  l'arête  CD, 

Ànn.  de  Mathémai,,  a«  série,  t.  VIII.  (  Ayril  1869.)  1 1 


(  .6^ 
»  intersection  des  deux  autres  plans;  Tous  les  points  de 
n  Tarète  CD  ont  même  plan  polaire,  et  ces  plans  passent 
»  par  l'arête  AB. 

»  Tout  plan  passant  par  AB  coupe  les  deux  surfaces 
n  suivant  des  coniques  doublement  tangentes;  il  en  est 
»  de  même  pour  les  plans  passant  par  CD.  » 

(La  suite  prochainement.  ) 


SUR  LA  NOBLE  GtlIBRATION  »ES  BPIGYGLIÏDBS  PUNIS; 


Pau   m.    FOURET, 

Lieutenftnt  du  Génie. 


Le  fait  delà  double  génération  des  épicycloïdes  planes 
au  moyen  d^un  cercle  roulant  sur  un  autre  a  été  décou* 
vert  par  Euler  pour  le  cas  des  épicycloïdes  ordinaires;  on 
en  trouve  une  démonstration  très-simple  dans  le  Traité 
de  Calcul  infinitésimal  de  M.  Duhamel,  i"  édit.,  1. 1", 
p.  i88.  Je  me  propose  de  faire  voir  ici  que  la  même  pro- 
priété appartient  aux  épicycloïdes  quelconques  (allon- 
gées ou  raccourcies).  Dans  une  Note  présentée  a  la 
Société  Pbilomathique  (^),  j'ai  déjà  donné  ce  résultat 
comme  conséquence  d'autres  propositions  également  nou- 
velles. 

En  voici  une  démonstration  directe  qui  ne  suppose  de 
connu  sur  les  épicycloïdes  que  la  définition  qu'on  en 
donne  ordinairement. 

La  démonstration  s'appliqiiant  également  au  cas  de 


(*}   Yoir  dans  Vlnstiiut  l'extraU  du  procès- verbal  de  la  séance  du 
17  mai  1868. 


(  «63  ) 
riiypocycloïde  {Jîg.  i),  et  an  cas  de  répîcycloïde  propre- 
ment dite  {fig.  2),  nous  ne  ferons  qu'un  seul  raisonne- 
ment applicable  aui  deux  figures. 

Fig.  I.  (Hypocycloîde.) 


Fig.  a.  (Épic^clolde.) 


Soit  Mua  point  lié  invariablement  à  une  circonférence 
dont  le  centre  est  en  A  et  engendrant  une  épicycloïde, 
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tandis  que  cette  circonférence  rouie  intérieurement  ou 
extérieurement  sur  une  circonférence  fixe  dont  le  rentre 
est  en  O.  Menons  par  le  point  O  une  parallèle  à  la  droite 
AM  dans  sa  position  actuelle,  et  prenons  les  points  B' 
et  A' où  cette  parallèle  rencontre,  d'une  part,  la  droite  qui 
joint  le  point  M  an  point  B  de  contact  des  deux  circonfé- 
rences, de  l'autre  la  parallèle  à  OB  menée  par  le  point  M. 
Décrivons  deux  nouvelles  circonférences  tangentes  en  B' 
et  ayant  pour  centres,  Tune  le  point  O,  Tautre  le  point  A'. 
Si  nous  faisons  rouler  le  cercle  A'  sur  le  nouveau  cercIeO, 
le  point  M  entraîné  par  le  cercle  mobile  engendrera  la 
même  épicycloïde  qu'il  décrivait  primitivement,  pourvu 
que  les  points  de  contact  des  cercles  mobiles  avec  les 
cercles  fixes  se  déplacent  dans  le  même  sens  que  précé- 
demment ou  en  sens  contraires,  suivant  qu'il  s'agit  d'une 
épicycloïde  (fig*  a)  ou  d'un  hypocycloïde  [fig^  i),  p.  i63. 
Pour  le  démontrer,  soient  N  le  point  de  rencontre  de 
AM  avec  la  circonférence  (A),  et  I  le  point  de  la  circon- 
férence fixe  correspondante  avec  lequel  le  point  N  est 
venu  en  coïncidence.  On  a 

BI  =  BN. 

Soit  N'  le  point  de  rencontre  de  A' M  avec  la  circonfé- 
rence (A')',  je  dis  que  le  point  de  la  circonférence  fixe 
correspondante  avec  lequel  N'  est  venu  en  coïncidence  est 
le  point  I'  situé  sur  la  droite  01,  c'est-  à-dire  que 

B'r=B'N'. 

Désignons,  pour  abréger,  AM  par  a,  A'M  par  ai,  les 
rayons  des  deux  cercles  générateurs  primitifs  par  R  et  R^ 
et  les  rayons  des  deux  nouveaux  par  Ri  et  R', .  Puisque 
BI  =  BIN  par  hypothèse,  on  a 

I0BXR  =  MABXB', 


(  .65) 
oa  bien 

lOB       R' 


MAB 

d'où 

MABqpIQB       RqzR^ 
MAB 

Cette  dernière  proportion  à  cause  de  OA  =  A^M  donne 
identiquement  la  suivante 


^rr:^  ~  OB  "^  OB'  * 


e'est-à-dîre 


lou 


ou  bien 


r6B'XR=MA^'XR', 


B'r=B'N'. 


On  voit,  d'après  cela,  que  si  nous  faisons  rouler  les  cir- 
conférences mobiles  sur  les  circonférences  fixes  dans  le 
sens  que  nous  avons  indiqué  ci -dessus,  les  points  N  et  N' 
viendront  coïncider  respectivement  avec  les  points  I  eti', 
et  le  point  M,  quMI  soit  entraîné  par  Tune  ou  l'autre  des 
denx  circonférences  mobiles,  se  trouvera  toujours  à  ce 
moment  sur  la  droite  OIF.  11  nous  reste  à  faire  voir  qu'il 
occupera  dans  les  deux  cas  la  même  position  sur  cette 
droite,  c*est-à-dire  que 

MN'zhMN=rir. 


(*)  Toutes  les  fois  que  nous  mettrons  le  double  signe  devant  un  terme, 
le  signe  supérieur  se  rapportera  à  lajig,  i  et  >'inférieur  à  \Bfg.  2. 
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En  effet,  on  voit  facilement  sur  les^^.  i  et  a,  p.  i63, 

que 

MN  =rt(R'  — «), 

MN'=±:(tf.  ^R'.), 
d'où 

MN'  zt:  MN  =  ±: ( a.  -  R',  )  -h  ( R'  -  fl  ), 

ou  k  cause  de 

a=OA'=±(R.-R'.), 
fl,=  OA  ^Ri^R', 

M  N  '  rb  M  N  =  ifc  (  R  -  R .  )  =  II  ' . 

Ce  qu4l  s'agissait  de  démontrer. 

Remarques.  —  i®  On  peut  facilement  trouver  lex- 
pression  de  a,,  Ri  et  R',  en  fonction  de  a,  R  et  R^  Nous 
venons  de  trouver 

(i)  û.  =  Rq:R'. 

Les  triangles  semblables  BÀM'»  BOB'  donnent  la  pro- 
portion 

R,       R 

7""r^^ 

d'où 

(2)  ^•==''ir* 

Les  triangles  semblables  BÀM,  MA' B' donnent 

r;      /i, 

d'où,  à  cause  de  (i), 

(3)  R'.=«^'- 

Les  formules  (2)  et  (3)  donnent  pour  le  cas  particulier 
des  épicycloïdes  ordinaires  les  résultats  que  l'onconnait. 
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En  y  faisant  a  =  R',  on  obtient 

R.  =  R, 

R',  =  R  rp  R', 

et,  par  suite,  (i)  donne 

«.  =R'.. 

2^  Nous  avons  vu  que  lorsque  le  point  M  décrit  Tépi- 
cycloïde,  on  peut  le  supposer  entraîne  par  Tune  ou  l'autre 
des  circonférences  (A),  (A')  roulant  simultanément  sur 
la  circonférence  fixe  correspondante;  il  est  facile  de 
trouver  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  centres  A 
et  A'.  En  effet, 

lOB        arclB 


or 


donc 

lOh         arcIB    R,        R'    R,       ^  _  R/ 
lOB,      "• •  "       R'.  '^«. 

Tel  est  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  centres 
des  deux  circonférences  (  A)  et  (A^). 

Dans  le  cas  des  épicycloïdes  ordinaires,  ce  rapport  est 
égal  au  rapport  des  rayons  des  deux  circonférences  mo- 
biles, puisque  a  =  R'  et  «i  =  R'^ . 

3®  Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  on  la  circonférence 
mobile  renferme  à  son  intérieur  la  circonférence  fixe  sur 
laquelle  elle  roule;  mais  la  démonstration  que  nous  avons 
faite  appliquée  à  ^àfig,  3,  nous  montre  que  réciproque- 
ment si  (A')  était  le  cercle  roulant  primitivement  sur  le 
cercle  (0)  renfermé  dans  son  intérieur,   Tépicycloïde 


îob;^ 

arcIB.' 

arcIB, 
arcI'B' 

R 

arcIB    R, 
arcrB'*R  "^ 

R'    R, 

rTr 
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engendrée  par  le  point  M  lié  à  ce  cercle  pourrait  être  en- 
gendrée au  moyen  du  cercle  extérieur  (A)  i*oulant  sur  un 
cercle  fixe  concentrique  au  premier,  les  rayons  des  nou- 
veaux cercles  se  déduisant  des  formules  (i),  (a),  (3),  et 
les  centres  des  circonférences  mobiles  tournant  dans  le 
même  sens. 

Nous  pouvons  maintenant  conclure  de  ce  qui  précède 
que  : 

Toute  épicycloïde  {ordinaire^  allongée  ou  raccourcie) 
peut  être  engendrée  par  le  roulement  de  deux  cercles 
fie  rayons  différents  sur  deux  autres  cercles  également 
différents^  mais  concentriques.  Les  rayons  des  nou%^eaux 
cercles  se  déduisent  de  ceux  des  anciens  au  moyen  des 
formules  (i),  (a),  (3);  et  les  points  de  contact  des 
cercles  mobiles  ai^ec  les  cercles  fixes  qui  leur  correspon- 
dent se  déplacent  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con- 
traires^ suivant  que  Vépicycloïde  engendrée  est  exté- 
rieure ou  intérieure. 

Remarque.  —  La  première  partie  de  la  Question  437 
est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  que  nous 
venons  de  démontrer.  Foir  une  solution  de  cette  Ques* 
lion,  Nout^elles  jinnales^  2®  série,  t.  \'II,  p.  37. 


SUR  LES  COMBINAISONS  COMPLÈTES; 


Par  m.  A.-G.  MELON, 

Professeur. 


Nombre  des  combinaisons  complètes 
de  m  lettres  n  à  n. 

Appelons  a^b^  c^  d^. .  .^  l^  les  m  lettres  données.  Pre- 
nons pour  auxiliaires  un.  certain  nombre  de  lettres  grec- 
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qaes  a,  |3,  y, . . . ,  auxquelles  nous  attribuerons  succès** 
sivement  des  valeurs  convenables  et  arbitraires.  On 
combinera  n  a  /i,  à  la  manière  ordinaire,  toutes  les 
lettres  données  et  auxiliaires,  et  on  ne  considérera  que 
les  groupes  où  il  entrera  au  moins  une  lettre  française. 
On  voit  par  là  quHl  suffira  que  le  nombre  des  lettres 
grecques  considérées  soit  égal  à  (n  —  i). 

En  combinant  les  (m  +  n  —  i)  lettres  n  à  /i,  à  la  ma^ 
Dière  ordinaire,  on  obtient  les  expressions  : 

Dans  chaque  terme  contenu  dans  Inii  an-19  il  entre 

1  lettre  française  ft  (/i  —  i)  grecques, 

Dans  chaque  terme  contenu  dans  Zmsan-s,  il  entre 

2  lettres  françaises  et  (/i  —  3)  grecques, 
Dans  chaque  terme  contenu  dans  £m,  aj,.,»  il  entre 

3  lettres  françaises  et  (n  —  3)  grecques. 

Dans  chaque  ferme  contenu  dans  2m«.i  ai,  il  entre 
(n  —  i)  lettres  françaises  et  i  grecque, 

£m„  contient  seulement  des  lettres  françaises,  et  exprime 
Tensemble  des  combinaisons  ordinaires  nkn  des  m  lettres 
données. 

Par  des  valeurs  convenables  données  aux  lettres  grec- 
ques,  nous  allons  successivement  obtenir  les  combinai- 
sons complètes  cherchées  où  il  n'entre  d'abord  qu'une 
lettre,  puis  deux  lettres,  puis  trois, .... 

Dans  2/71]  a„^^  rendons  toutes  les  lettres  grecques 
égales  a  la  lettre  française^  nous  obtenons  Za"  qui  ren- 
ferme m  termes. 

Dans  Z/Tts  a„_s  rendons  égales  à  la  première  lettre  fran-^ 
çaise  successivement  (n  —  2),  (n — 3),  («  —  4)v>  **  ^^^ 
lettres  grecques,  tandis  que  nous  égalerons  à  la  deuxième 
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lettre  française  restante  chacune  des  lettres  grecques  res- 
tantes. Nous  obtenons 

Le  nombre  des  termes  pour  chaque  groupe  de  deux 
lettres  françaises  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 
ordinaires  (n  —  a)  à  (n  —  a)  des  (n  —  i)  lettres  grecques. 
Ce  nombre  est  donc  (n  —  i).  Or  le  nombre  des  groupes 
où  deux  lettres  françaises  se  joignent  aux  groupes  de 
(n  —  2)  lettres  grecques,  égale  le  nombre  des  combinai- 
sons ordinaires  de  m  lettres  a  à  2,  c'esl-à-dire  — • 

i.a 

Le  nombre  total  des  combinaisons  complètes  où  il  n'entre 
que  deux  lettres  sera  donc 

1.2         ' 

On  obtient  ainsi  toutes  les   combinaisons  complètes 

renfermant  deux  lettres;  carde  (a'"^^b)  a  («&""•*),  il  y  a 

{n  —  I )  groupes  et  pas  d'autres ^  et  comme  ces  groupes  se 

répètent  en  même  nombre  pour  chaque  combinaison  de 

m  lettres  2  à  2,  nous  aurons  bien  pour  le  nombre  total 

fn(m  —  i)  .  .  ,  1»     . 

— ^ (n  —  1),  et  n  en  aurons  pas  d  autres. 

I  •  2 

Nous  obtiendrons  d\ine  manière  analogue  toutes  les 
combinaisons  complètes  où  entrent  trois  lettres.  Si  dans 
Smsa„.8,  nous  prenons  un  terme  (a£c.  a».»),  on  voit^ 
comme  plus  haut,  que  le  nombre  des  combinaisons  com- 
plètes que  fournit  ce  terme,  égale  le  nombre  des  combi- 
naisons ordinaires  des  {n  —  1)  lettres  grecques  (n  —  3)  à 

(/i--*3).  Ce  nombre  est -'  Comme  il  se 

^  '  1.2 

irouve  -^ — '-^- '-  groupesdetroislettres françaises 


(  i7«  ) 
(  tels  que  abc)^  on  aura,  pour  le  nombre  des  cooibinaisons 
complètes  où  entrent  trois  lettres,  Texpression 

»f(iw—  i)(iit—  2)  (n  —  if(/i—  2) 
1.2.3  tc2 

Pareillement,  le  nombre  des  combinaisons  complètes  qui 
contiennent  quatre  lettres  sera  ëgal  a 

m{m  ^^i){m'^  1)  {m —  3)  (n  —  t)(n  —^  2)(n  —  3) 
1.1.3.4  1.2.3 

Pour  aToir  le  nombre  total  des  combinaisons  complètes 
de  m  lettres  n  k  n^onà  donc  a  faire  la  somma 

m{m  —  1)  ,  . 

1.2        ^  ' 

m(m  —  r)(iw  —  2)  (/i  — i)(ii— 2) 
1.2.3  1.2 

»i(m  — i)(ot— 2)(m  — 3)  («— i)fiï  — 2)  («— 3) 

1.2.3.4  1.2.3 

H — -r -T in Il 

1.2.3...  («  — i)  ^  ^ 

m(m  —  1). .  .(m  —  /i  -h  1) 

I .2.3. . . n 

Considérons  les  deux  développements 

(x  -f- 1)-  =4f«  -h  mx^' -i ^^~ — ^  J?"'"' 


(0 


m{m—i){m^'2)  _ 


r.2.3 


I  .  2  ar«— "* 
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Multiplions  membre  à  membre,  nota  aurons 


(.'+')"(î  +  «)" 


=  un  ensemble  de  termes  de  divers  degrés  H-  une  somme 
de  termes  du  degré  (m  —  n)  en  x. 

Cette  dernière  contient  précisément  les  coefficients 
que  nous  voulons  sommer.  On  s'en  assure  dans  les  déve- 
loppements (i)  et  (a),  en  multipliant  entre  eux  les  termes 
qui  se  correspondent  verticalement.  Dans  la  valeur  du 

produit  (x -h  i)*"!- -H  i)      ?   nous  allons   cbercher  le 

terme  de  degré  (m — n).  Son  coefficient  exprimera  la 
somme  cherchée.  On  a 


(,+i)-(^^iy"  = 


(x-t-  i)*-^«- 


Développons  -^ -^^ j  nous  aurons  pour  le  terme 

général 

(m-f-/t  — i)(/w  H-«  — 2)..  ,(m-^n^i-^p)  j:»h-h-~i-(^h-i) 

1.2.3.  .  .(/?-hi)  X"-' 

ou 

(w-h/i— i)(/w4-/î  —  2)...(/ii-+-/î  —  I  — ;i)  _^_^. 
i,i...{p-hi} 

Disposons  de  p  de  façon  que  l'exposant  de  x  soit  égal  » 
(m  —  n).  Pour  cela  posons 

m  — p  —  i=z  m  —  n'y 
on  tire 

/7  =  /f  —  i; 

le  coefficient  devient 

{m  -h  rt  —  1  ) ( //i  4-  «  —  ?.)..,»! 
I  .2.3.  .  ./f 


(  I7M 
Le  nombre  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  n  k  n 
est  donc  égal  à  celui  des  combinaisons  ordinaires  de 
(m-h  n  —  I  )  lettres  n  k  n. 


SOLUTIONS  DBS  QUESTIONS 
PROPOSEES  BANS  LIS  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  903 

(Toir  a*  série ,  t.  Vin»  p.  45); 

Par  m.  Henri  LEZ 

RT  M.  DUGRAIS, 

Élèvo  à  ré«ole  de  Sainte-Barbe. 

Si  par  le  milieu  de  chaque  arête  d'un  tétraèdre  on  * 
fait  passer  un  plan  perpendiculaire  à  Varéte  opposée^ 
les  six  plans  ainsi  obtenus  passent  par  un  même  point, 

(M.) 

Soit  le  tétraèdre  ABCD  (*).  Soient  H,  K,  L  les  mi- 
lieux des  arêtes  AB,  AC,  AD;  les  plans  menés  par  les 
milieux  de  ces  arêtes  perpendiculairement  aux  arêtes 
opposées  CD,  BD,  BC  se  coupent  suivant  une  même 
droite  a,  perpendiculaire  à  la  face  BCD  :  en  effet,  ces 
plans  ont  pour  traces,  sur  le  triangle  HKL,  les  hauteurs 
de  ce  triangle,  qui  concourent  eu  un  même  point. 

Pour  la  même  raison,  les  plans  menés  par  les  milieux 
des  arêtes  BA,  BC,  BD  se  coupent  suivant  une  même 
droite  P,  perpendiculaire  à  la,  face  ACD.  Cette  droite  ^ 
rencontre  la  perpendiculaire  a  qui  se  trouve  dans  le 
même  plan  mené  par  le  milieu  de  AB. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  '74) 

Enfin  l'intersection  des  plans  qat  passent  par  le  mi- 
lieu des  arêtes  CA^  CB,  CD  est  une  perpendiculaire  7 
à  la  face  ABD,  et  cette  droite  appartient  aussi  aux  plans 
qui  contiennent  a  et  p. 

Ces  trois  perpendiculaires,  qui  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan,  concourent  donc  au  même  point  commun 
aux  six  plans  en  question. 

Hôte.  —  M.  Coqaet,  mattre  répétiteur  au  lycée  de  Bordeaux,  et  M.  Piga 
Bartolomeo  ont  résolu  la  même  question. 


Question  908 

(  voir  a*  térle,  t.  VIfl,  p.  49  ); 

Par  m.   FIGA  BARTOLOMEO, 
de  Turin. 

Soit  un  quadrilatère  inscriptible  ABCD.  Si  je  consi- 
dère un  triangle  formé  par  trois  sommets  de  ce  quadri- 
latère^ les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  qua- 
trième sommet  sur  les  côtés  du  triangle  considéré  sont 
sur  une  ligne  droite  xjr. 

Cela  posé,  démontrer  : 

i^  Que  les  quatre  droites  xy,  que  F  on  peut  construire 
en  groupant  trois  à  trois  les  quatre  sommets  A,  B,  C,  D, 
se  coupent  en  un  même  point  O  ; 

a®  Que  ce  point  est  un  point  commun  aux  quatre 
cercles  des  neuf  points  des  quatre  triangles  y  et  que  y  par 
suite,  si  un  sommet  se  meut  sur  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  formé  par  les  trois  autres,  le  lieu  du 
point  C  sera  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

(E.  LfiMOIliE.) 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d^une  circonférence, 
que  Ton  cherche  les  pieds  des  hauteurs  des  quatre  trian- 
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gles  auxquels  ils  donnent  lieu^  on  obtiendra  ainsi  douze 
points 

<*»  P»  7»  ^  î     "»  P«i  7«»  ^>  >     "îi  Pîj  7ij  ^j. 

U  est  évident  que  les  points  a,  «i,  «„  p,  ]3|,  /S,, . . .  sont 
sur  une  droite.  Les  deux  droites  yd^  ÂB  sont  parallèles, 
parce  que  le  quadrilatère  DCy^  étant  inscriptible,  on  a 

D7*  ==  180'—  DC*  =  i8o«—  DAB. 


Les  angles  d^sB,  yyt  À  sont  égaux,  puisque  les  deux  qua- 
diilatères  ADdi^i,  BC71  yt  sont  inscriptibles,  et  Ton  a 


(') 


*,  *,  D  =  *,  AD  =  7,  BC  =  7, 7,C. 
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Le  trapèze  ySy^it  est  donc  isocèle^  le  point  O  d*inter- 
section  des  droites  yys,  dS^  sera  un  point  de  Taxe  radical 
des  deux  cercles  qui  ont  pour  diamètres  AC,  DB.  Il  sera 
facile  de  voir  par  analogie  que  le  trapèze  /3y|3«y,  est  iso- 
cèle :  le  point  de  concours  des  deux  diagonales  |3p„  yy^ 
est  sur  Taxe  radical  des  deux  mêmes  cercles  de  dia- 
mètres AC,  DB.  On  voit  donc  que  la  droite  ^/3t  passe 
par  O.  On  doit  dire  de  même  de  la  droite  aa^. 

On  voit  par  Tégalité  (i)  que  Tangle  D^jO,  et  par  con- 
séquent l'angle  des  deux  droites  771,  SS^  ne  dépend  que 
de  Tangle  DBC.  Il  en  résulte  que  si  le  point  A  se  meut 
sur  le  cercle  ABCD,  les  points  B,  C,  D  restant  fixes, 
Tangle  des  deux  droites  772,  âS^  ne  varie  pas,  et  son  som- 
met O  décrit  la  circonférence  71  dO.  On  voit  de  même 
que,  dans  ce  mouvement  du  point  A,  le  point  O  doit 
décrire  la"^  circonférence  |3t7iO.  Le  point  O  se  trouve 
donc  sur  la  circonférence  jS^  71  $. 

On  peut  démontrer  aussi  la  même  chose  comme  il 
suit  : 

Le  quadrilatère  BC  ]3«  y^  étant  inscrîptible,  on  a 

Cp,7,  =:CBD, 

et  i  cause  de  Fégalité  (i) 

Cp,7,  =  7,7,C. 
On  voit  de  même  que 

et  en  ajoutant  ces  deux  dernières  égalités,  on  aura 

tîp,7,  =  7.  7,C  H-  D^,^,  =  ^,07,; 

donc ,  etc. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  : 

i^  Que  les  douze  points  a,  (3,  7,  ây  «1,  Pi,  719*  " 
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peavent  être  rangés  en  quatre  groupes  de  trois  chacun, 
de  manière  que  les  points  de  chaque  groupe  soient  sur 
une  droite;  les  quatre  droites  ainsi  obtenues  ont  la  mémo 
longueur  et  passent  par  un  même  point  O  ; 

a**  Que  ces  mêmes  points  peuvent  être  rangés  en 
quatre  groupes  de  trois,  de  manière  que  les  quatre 
cercles  qui  passent  respectivement  par  les  trois  points  de 
chaque  groupe  passent  par  le  même  point  O; 

3°  Que  ces  mêmes  points  peuvent  être  arrangés  en 
trois  groupes  de  quatre  points  (a,  |3,  y,  5;  «i»  (3|,  yi,  c?,  ; 
^ifPi^  7s  9  ^t)>  de  manière  que  les  quatre  points  d^un 
groupe  se  trouvent  sur  une  même  circonférence-,  les  trois 
cercles  ainsi  obtenus  sont  concentriques  en  O,  et  chaque 
groupe  forme  un  quadrilatère  semblable  au  primi- 
tif ABCD; 

4®  Que  le  point  O  est  le  point  de  concours  des  trois 
aies  radicaux  des  trois  couples  de  cercles  qui  ont  pour 
diamètres  les  côtés  opposés  et  les  diagonales  du  quadri- 
latère ABCD; 

5®  Que  trois  droites  comme  a|3,  a,  ^,,  «ilSf -,  ay,  a,  7,, 
ff] 7t, . . . ,  sont  parallèles. 

Note  du  Rédacteur,  —  M.  Jansen,  élève  du  lycée  de 
Douai,  nous  a  envoyé  une  solution  algébrique  de  la  même 
question,  et  M.  Morel  une  solution  géométrique  aussi 
simple  que  la  précédente. 

Voici,  en  résumé,  la  solution  géométrique  de  M.  Kie- 
pert,  étudiant  en  mathématiques,  à  Berlin  : 

Dans  le  quadrilatère  inscriptible  ABCD,  abaissons 
des  points  C  et  D  les  perpendiculaires  C71,  DJj  sur  AB 
qui  rencontrent  la  circonférence  aux  points  E  et  F. 
Soient  J  et  c  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  dans 
lestrianglesACBet  ABD. 

inn.  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  VIII.  (  Avril  1869.)  12 
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On  sait  que 

il  résulte  de  là  que  CDcd  est  un  parallélogramme.  Les 
diagonales  cC,  dD  se  rencontrent  en  K,  et  Ton  a 

rfK  =  KD, 

Mais  toutes  les  droites  qui  joignent  d  et  un  point  quel- 
conque de  la  circonférence  ont  leurs  milieux  sur  la  cir- 
conférence des  neuf  points  relative  au  triangle  ABC. 

De  même  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABD 
passe  par  le  milieu  de  Ce,  c'est-<à-dire  par  le  point  K. 

Comme  le  triangle  ytK.df  est  isocèle,  la  droite  qai 
passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires  menéesdu  pointD 
aux  côtés  du  triangle  ABC  est  la  droite  $t  K,  et  la  droite 
qui  passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  du 
point  C  aux  côtés  du  triangle  ABD  est  la  droite  y^  K. 

On  voit  par  là  que  le  point  K  se  confond  avec  le  point  0 
de  la  figure  précédente. 


Question  911 

(fi>ir2«férl«,t.VlU.  p.47): 

Pae  m.  V.  HIOUX, 

Surveillant  général  au  lycée  Saint-Louis  (École  préparatoire). 

Enoncé.  —  Si  deux  coniques  de  forme  ini^ariable  se 
déplacent  de  manière  que  leurs  quatre  axes  restent  res- 
pectivement  tangents  à  quatre  cercles,  et  de  manière 
que  les  points  d'intersection  des  deux  coniques  soient 
sur  un  cercle,  quel  est  le  lieu  des  centres  de  ce  cercle? 

(DAaBOux.) 


'(«79) 

I.  Désignons  par  R,  R',  R'',  R'"  les  rayons  des  quatre 
cercles,  parC(a,  p),  C{cz\  (3'),  C"(a",  (3"),  C'"(a^  /S'") 
leurs  centres,  et  considérons  deux  axes  rectangulaires 
quelconques  dans  le  plan  des  quatre  cercles. 

Soient  maintenant 

B  =  j  —  mx  —  p  =  Oy     A  =  m/  -h  x  —  mq  =:  o 

les  équations  des  axes  de  la  conique  E  (axes  a^  b)y  avec 
les  conditions 


qui  expriment  que  ces  axes  sont  tangents  aux  cercles  R 
eiR'. 

Si  M(j:,  jr)  est  un  point  de  la  conique  E*,  si  MP  et  MQ 
sont  les  distances  de  ce  point  aux  axes  a  et  &,  on  a 

Ainsi,  Téquation  de  la  conique  E  est 

(E)  <i»B^-+  A*A'=:û«t»(n-/n«). 

Puisque  les  quatre  points  communs  aux  deux  coniques 
doivent  être  sur  une  même  circonférence,  les  axes  de  la 
seconde  sont  respectivement  perpendiculaires  à  ceux  de 
la  première,  et  leurs  équations  sont  par  suite 

B'  =  mjr  -+-  .r  ^-  mp'  ==0,     A'  =  j^  —  mx  —  ^'  =  o> 

avec  les  conditions 


p=~ — >     ^'=a*--/wa'"-t-R"V«+'w'- 

m  ï         r 

Ainsi  Téquation  de  la  conique  E'  (axes  a',  b')  est 
Multiplions  cette  équation  par  X,  ajoutons-la  à  Téqua- 

12. 
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tîon  E,  et  nous  obtenons 

cette  équation  représente  un  cercle  si  Ton  fait 
«'  —  *'  _  ^' 

En  effet,  le  coefficient  du  terme  en  xy  s*annule-,  la  dif- 
férence des  coefficients  des  termes  en  x*  elj^*  est 

m^[\  (fl'«-  ^'^)  -  (fl»-  b^)]  -h  [{a'—b*)  —  X{fl"~  6")]; 

cette  différence  s^annule,  quel  que  soit  m',  pour  la  valeur 
précédente  de  X. 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  M  se  mettent 
facilement  sous  la  forme 

(       -•-  c'^ima^p  —  mb^q)  —  c^'[ma'*p'  —  mb'*q')=:o. 

La  première,  multipliée  par  m  et  ajoutée  à  la  seconde, 
donne,  après  la  suppression  du  facteur  (i  -h  m')  commun 
à  tous  les  termes 

(3)  (n'a'»—  b^b'^)  (m/  4- or)  —  c'^b^mq  —  c'a'^mp' =o. 

On  obtient  de  même,  en  multipliant  la  seconde  par  m 
et  la  retranchant  ensuite  de  la  première, 

(4)  (û»«'»  —  *'^')(r  —  mx)  —  c'^a'y?  —  c^b'^q'  =  o. 

Remplaçons  maintenant  /;,  ^,  ;9^,  ^'  par  leurs  valeurs; 
désignons  par 

/       _  t/'b'oL''hc'a''a''  _  ^yj^^_±f_^^\ 

/   ,  _  c^'fl'q  +  g'^^'a^^  ,  _    c''a'f^-hc'b''P''\ 
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deux  points  fixes  du  plan»  et  nous  pourrons  mettre  les 
équations  (3)  et  (4)  sous  la  forme 

(7)    (r-r»)-^(^-^t)  =  V'-t-m'     ^,^;,_^,^.,    - 
Le  premier  membre  de  Tëqnation  (6),    divisé   par 


^i+m%  exprime  la  distance  du  point  M(Xj  jr)  à  la 
droite 

(D)  wt(jr--^,)-|- jp  — x,  =o; 

cette  distance  est  constante  et  égale  à 

De  même  le  premier  membre  de  Téquation  (7),  divisé 

par  ^1 4-  m*,  exprime  la  distance  du  même  point  M  (oc^j) 
à  la  droite 

cette  distance  est  aussi  constante  et  égale  à 
e''fl»R-l-c'^"R* 


rtafl'a—  6' A" 


=  RV 


La  droite  D  passe  par  le  point  F  et  la  droite  D'  par  le 
poiniF';  elles  sont  d'ailleurs  perpendiculaires  Tune  à 
laatre. 

Donc,  si  des  points  F  et  F'  comme  centres,  on  décrit 
deux  cercles  de  rayons  R,,  R',,  le  point  M  est  le  sommet 
d^un  angle  droit  circonscrit  à  ces  deux  cercles. 

Ainsi,  le  lieu  du  point  M  est  un  limaçon  de  Pascal.  Le 
cercle  directeur  est  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  FF'î 
le  paramètre  /  est  égal  à  y^H]  -f-R','. 
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Pour  obtenir  le  pôle,  divisons  membre  à  membre  les 
équations  (6)  et  {7),  nous  obtenons 

Soit  B  le  point  de  concours  des  droites  D  et  D'^  Téqua- 
lion  (8)  représente  la  droite  BM.  Cette  équation  (8)  peut 
s'écrire 

Ainsi  la  droite  BM  passe  par  un  point  fixe  A,  commun 
aux  deux  droites 

Menons  par  les  points  F  et  F'  des  parallèles  aux  axes 
coordonnés,  nous  formons  un  rectangle  FF,  F'F.  inscrit 
dans  le  cercle  FF'.  Les  deux  droites  en  question  passent, 
la  première  au  point  Fi(x',,j^,),  la  seconde  au  point 
K,  (jr,,  j^',)«  De  plus,  ces  deux  droites  se  coupent  à  angle 
droit,  et,  par  suite,  le  point  A  appartient  à  la  circonfé- 
rence FF'.  Ce  point  A  est  le  pôle  du  limaçon  lieu  du 
point  M. 

II.  Discussion.  —  Pour  rendre  la  discussion  plus  com- 
mode, nous  ferons  la  remarque  suivante. 

Considérons  deux  cercles  O  et  O'  de  rayons  R  et  R',  et 
un  rectangle  MMi  M'M',  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux 
tangents  à  ces  cercles.  Soit  B  le  centre  du  rectangle;  ce 
point  appartient  à  la  circonférence  de  diamètre  OO'.  Les 
diagonales  MM'  et  M,  M',  du  rectangle  passent  par  deux 
points  fixes  A  et  A'  de  celle  circonférence,  puisque  dans 
toutes  les  positions  du  rectangle  Tangle  OBM'  est  con- 
stant, ainsi  que  Tangle  OBM', .  Les  sommets  M  el  M'  dé- 
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criveot  im  limaçon  L  de  pôle  A,  et  lea  sommeis  Mt  et 
M',  décrivent  un  limaçon  L' de  pôle  A'.  Ces  deux  lima- 
çons ont  même  paramètre  /=  ^R*  -f-  R'*.  Comme  les 
droites  BA,  BA'  sont  conjuguées  harmoniques  relative- 
ment aux  droites  BO  et  BO',  nous  les  appellerons  lima- 
çons conjugués. 

On  passe  de  Tun  à  l'autre  par  le  changement  de  R  en 
-RondeR'en— R'. 

Cela  posé,  admettons  que  les  coniques  E  et  E'  soient 
deux  ellipses  ayant  leurs  axes  de  même  nom  respective- 
ment perpendiculaires,  et  supposons  a  ]>  &,  a']>  b'. 

Dans  ce  cas  on  ne  peut  pas  avoir 

par  conséquent,  le  problème  a  toujours  une  solution. 

Si  dans  l'équation  (8)  nous  changeons  Ri  eu  — R,, 
nous  aurons  l'équation  d'une  droite  BA',  conjuguée  de  BA 
par  rapport  à  BF  et  BF'.  Les  droites  BA,  BA'  sont  les 
diagonales  d^un  rectangle  MM}  M' M',  dont  deux  côtés 
sont  tangents  au  cercle  F  et  deux  autres  au  cercle  F'.  Les 
points  M  et  M' appartiennent  à  un  limaçon  Lt  de  pôle  A 
et  les  sommets  Mf,  M',  à  un  limaçon  L',  de  pôle  A^  con- 
jugué du  précédent. 

Le  lieu  demandé  est  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  lima- 
çons. Remarquons  maintenant  que  le  centre  O  de  la  co- 
'uiqne  E  décrit  un  limaçon  L,  ou  son  conjugué  L',  rela- 
ûvement  aux  deux  cercles  R  et  R'-,  de  même  le  rentre  O' 
de  la  conique  E'  décrit  un  limaçon  U'  ou  son  conjugué  V 
relativement  aux  cercles  R"  et  R"^ 

Soient  L  et  U'  les  lieux  des  points  O  et  O'  lorsque  1  ou 
donne  aux  quatre  rayons  le  même  signe,  par  exemple  le 
signe  -K.  Dans  ce  cas,  le  point  M  décrira  le  limaçon  Lf 
de  pôle  A. 

Changeons  H'  en  -—  R'  et  R''  en  —  R'^  les  centres  O 
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et  O'  décrivent  les  limaçons  L'  et  \J"  conjugués  respec- 
tivement de  L  et  h".  Mais  on  a  changé  par  le  fait  R|  en 
—  Ri,  donc  le  point  M,  venu  en  M,,  décrit  le  lima- 
çon L'^ ,  de  pôle  A',  conjugué  de  Lj . 

On  trouve  pour  les  coordonnées  du  point  A 

_R\^x.  +  R?x;-R,R\(r;-y.) 

Les  coordonnées  X', ,  T,  du  point  A^  s*en  déduisent  par 
le  changement  de  Rj  en  —  R,  ;  de  sorte  que  Ton  a 

Y.-r.  __  __  x.^y. 
I  — X,         ri— j, 

ce  qui  prouve  que  la  corde  AA^  est  perpendiculaire  au 
diamètre  FF'.  Ainsi,  les  limaçons  conjugués  Li  et  L, 
sont  symétriques  par  rapport  au  diamètre  FF'. 

Supposons  maintenaitt  que  les  axes  de  même  nom  des 
deux  ellipses  soient  respectivement  parallèles,  l'expres- 
sion a'a'* —  J*  J'*  deviendra 

par  le  changement  de  a'*  en  fe'*,  et  réciproquement. 

De  sorte  que,  si  les  deux  ellipses  ne  sont  pas  sembla-, 
bies,  le  problème  a  encore  une  solution.  Mais  si  Ton  a 

d'où 

a         b 

la  circonférence  de  centre  M  devient  une  droite:  le 
centre  M  est  rejeté  à  TinGni,  et  il  n'y  a  plus  de  lieu. 


Si  ToQ  fait 


on  a  aussi 


et,  par  suite, 
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R=:R'=:R"=:R-'=0, 
R,  =  R'.  —  O, 


Mais  les  valeurs  de  Xi,  j^i,  x\j  y\  ne  sont  pas  altérées^ 
puisqu'elles  ne  dépendent  que  des  coordonnées  des 
points  C,  C,  C'^  C'^  Le  rectangle  MMiM'M'.,  de  di- 
mensions aR|  et  aR', ,  se  réduit  à  son  centre  B.  Dans  ce 
cas,  le  lieu  est  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  FF'. 
Pour  R,  =  o,  ce  qui  exige  R'=  R"  =  o,  on  a 

le  point  A  et  le  point  A' se  confondent  avec  le  point  F,  le 
lieu  devient  un  limaçon  de  pôle  F  et  de  paramètre  Z==  R', . 

De  même  pour  R',  =  o,  on  a  un  limaçon  de  pôle  F'  et 
de  paramètre  /  =  R, . 

Remplaçons  l'ellipse  E'  par  une  hyperbole;  il  suffit  de 
changer  J"  en  —  J'*.  Les  points  F  et  F'  se  déplacent, 
mais  on  a  constamment 

ainsi  le  problème  a  toujours  une  solution. 

Enfin,  on  pourrait  considérer  deux  hyperboles,  et  Ton 
terrait  comme  précédemment  que  si  Ton  n'a  pas 

le  lieu  du  point  M  est  un  limaçon  lorsque  l'on  n'a  pas 
à  la  foisR,  =  o,  R',  =  o;  et  dans  cette  double  hypothèse 
le  lieu  est  la  circonférence  de  diamètre  FF'. 

lU.  Cas  particulier.  —  Il  reste  à  examiner  le  cas  où 
les  coniques  sont  deux  paraboles  ^  les  quatre  axes  se  ré- 
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duiscnt  à  deux,  et,  par  conséquent,  au  lieu  de  qaatic 
cercles  nous  en  prendrons  deux,  R'  et  R^.  Dans  le  nuoiëro 
de  janvier  1869,  P*  ^^)  ^^  ^  envisagé  le  cas  de  deux  para- 
boles tournant  autour  de  leurs  sommets  supposés  fixes. 
Si  Ton  considère  deux  points  fixes  comme  deux  cercles  de 
rayons  nuls,  le  problème  que  nous  nous  posons  en  ce 
momentest  une  généralisation  de  celui  dont  nous  parlons. 
Soient  S'(x\y)^  ^^{^'\j")  les  sommets  des  deux  pa- 
raboles en  question^  de  paramètres  ;;'  et  p".  Leurs  quatre 
points  d'intersection  seront  sur  une  même  circonférence 
pourvu  que  leurs  axes  se  coupent  à  angle  droit.  D'après 
cela,  les  équations  des  deux  paraboles  peuvent  s'écrire 

(//  )  <  

Ces  deux  équations,  développées  et  ajoutées,  donnent 
Téquation  d'un  cercle,  lequel  passe  par  les  quatre  points 
communs  aux  deux  paraboles. 

Le  centre  M  de  ce  cercle  est  défini  par  les  deux  équa- 
tions 


(  I  +  m*  )  X  —  (7'  —  mx'  )  —  mp*  \/ 1  -h  m' 

—  m(m}^  -\-  .T^)^  p"  s/i  -h/w»  =  o, 
(l  -|-iw')ar-l-/iî(j'— mjc')  —p'^l  -hm* 

—  [my'*  -+-  .r")  +  mp''  ^i  -f-/w*  —  o, 

dont  on  déduit  facilement  les  deux  suivantes  : 


MX  -4-  jc  —  (  my"  4-  j7^)  — yo'  y/'i  -h  m^  =  o. 


Mais  Taxe  tic  (p^)  est  tangent  au  cercle  R'  et  Taxe  de  (/?'')' 
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an  cercle  R'^;  donc  on  a 


j''  —  /lîx'  =  p'  —  ma'  —  R'  y/ 1  -h  w% 
Par  suite,  les  équations  précédentes  deviennent 

^  -  P'  -.  /iî(x  — a')  =  v/7T^  (/?''-  R'  ). 

Ces  équations  sont  analogues  aux  équations  (6)  et  (7) 
(§1)»  On  a  maintenant 

(D)  ;„(^_P")_,_:c-a''=:o, 

(!>')  ^-P'_;w(x-«')=0. 

Les  points  fixes  F  et  F'  sont  en  C"  et  C. 

Le  lieu  est  un  limaçon  de  Pascal  dont  le  cercle  direc- 
teur a  pour  diamètre  C'C'^  dont  le  paramétra  est 


/  =  v/(;,'-R'7-h(j."-R')S 

et  dont  le  pôle  A  est  le  second  point  d'intersection  avec  le 
cercle  CC"  de  la  droite  BM,  représentée  par  Téquation 

r  —  p'  —  m  (a:  —  a'  )         p"  —  R'  * 
Le  lieu  devient  le  cercle  Cd"  si  Ton  a  simultanément 
y-R"  — o,     /?"  — R'  =  o. 

Suivant  que  le  point  de  rencontre  des  axes  des  para- 
boles (p')  et  (p")  appartient  à  un  limaçon  L'  ou  à  son 
conjugué  U^  le  point  M  décrit  le  limaçon  de  pôle  A  ou 
son  conjugué  de  pôle  A'. 

Enfin,  supposons  R'  =  o,  R''=  o,  et  nous  aurons  ce 
^théorème  ; 

Lorsque  deux  paraboles  données  p  et  p'  se  déplacent 
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{tans  leur  plan  de  manière  que  leurs  axes  passent  par 
deux  points  fixes  O  et  0\  et  se  coupent  à  angle  droit^ 
le  centre  de  la  circonférence  qui  passe  par  leurs  quatre 
points  communs  décrit  un  limaçon  de  Pascal  dont  le 
pôle  A  appartient  à  la  circonférence  de  diamètre  00',  et 
qui  a  pour  paramètre  l  =  \/p*  -h  p"- 
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Snr  rétjBologie  du  not  Algoritbne^ 

Par  un  BIBUOPHILE. 


En  1857,  le  prince  B.  Boncompagni,  publia  à  Rome^ 
sous  ce  litre  :  Trattati  d^ Arithmetica^  un  recueil  d'an- 
ciens traités  d'arithmétique.  Le  premier  est  tiré  d'un 
manuscrit  sur  parchemin,  marqué  //.  6.5,  et  conservé 
dans  la  Bibliothèque  deTUniversitéde  Cambridge;  il  est 
intitulé  :  Algoritmi  de  numéro  Indorum,  Il  contient  les 
règles  de  la  numération  écrite  suivant  la  doctrine  in- 
dienne, celle  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  de  là 
duplication^  de  la  multiplication  et  de  la  division,  avec 
la  preuve  dite  preuve  par  9,  le  tout  sur  des  nombres 
entiers;  l'auteur  se  propose  ensuite  de  traiter  de  mul- 
tiplicatione  fractionuni  et  earum  diyisione  et  de  ex- 
tractione  radicum^  et  apprend  à  écrire,  multiplier  et 
diviser  les  fractions  sexagésimales;  mais  il  s'interrompt 
et  s'arrête  au  moment  de  passer  aux  fractions  quelconques. 
Avant  ou  après  l'exposition  des  principes  se  trouvent 
plusieurs  fois  les  paroles  dixit  Algorithmi^  inquit  Algo- 
tismi;  par  là  il  est  clair  que  Algorithmi  ou  Àlgorismt  est 
Tauteur  d'un  livre  dont  celui-ci  est  la  traduction  ou  plu-« 
tôt  un  extrait:  on  ne  peut  même  douter  que  ce  ne  soit  le 
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mathématicien  Mohammed-ben-Mousa,  qui  vivait  au 
commencement  du  ix*^  siècle  et  est  appelé  Al-Kharizmi^ 
de  Kharizm  ou  Khoi^arezm,  son  pays  natal.  Comme 
preuve  de  cette  identité,  citons  la  phrase  qu'on  lit  dans 
ce  Traité  (p.  2,  lig.  3-6)  :  ((  Et  jam  patefeci  in  lîbro  al- 
»  gebre  et  almucabalah,  id  est  restauralionis  et  opposi- 
»  tionis,  quod  universus  numerus  sit  compositus,  et 
»  quod  universus  numerus  componatur  super  ununi  »• 
Cette  allusion  se  rapporte  parfaitement  à  V Abrégé  du 
mode  de  calculer  par  algèbre  et  almucahala^  écrit  par 
Mohammed- ben- Mou  sa  Âlkharzmi,  où,  suivant  la  tra- 
duction anglaise  de  Frédéric  Rosen,  il  est  dit  :  a  I  also 
»  observed  that  every  number  is  composed  of  units  and 
))  that  any  number  may  be  divided  into  units  ».  Dans  ce 
traité  Algoritmide  numéro  Indorum  (p.  10,  lig.  ao-aa), 
on  fait  allusion  au  même  abrégé  de  la  manière  suivante  : 
tt  Eliam  patefeci  in  libro  quod  necesse  est  omni  numéro 
»  qui  multiplicatur  in  altero  quolibet,  ut  duplicetur 
»  unus  ex  illis  secundum  unitates  alterius  »  ;  et  à  cela 
répond,  en  effet,  un  passage  ainsi  traduit  par  Rosen  : 
tt  Whenever  one  number  is  to  be  multiplied  by  another, 
»  the  one  must  be  repeated  as  many  times  as  the  others 
»  contains  units  ».  Évidemment  au  passage  indiqué  le 
mot  duplicetur  est  mis  pour  multiplicetur. 

On  démontre  donc  par  Topuscule  publié  par  lé 
prince  Boncompagni  que  Mohammed  composa  outre  son 
Traité  d'Agèbre  un  livre  sur  la  méthode  indienne  de  nu- 
mération; doue,  de  lui  a  pu  parfaitement  dériver  le  nom 
àiAlgonsmus  ou  Algoritmus  donné  dans  le  moyen  âge  à 
l'arithmétique  nouvelle,  comme  le  conjecture  Reinaud. 
Il  est  à  croire  que  \e  nom  à^ Aigus  employé  dans  quelques 
manuscrits  et  ouvrages  comme  le  nom  de  celui  qui  ensei- 
gna cette  arithmétique  a  été  par  abréviation  ou  par  erreur 
substitué  à  celui  à' Algorismus ;  ainsi  Tartaglia  affirme,  et 
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M.  Chasies  répèio,  que  Jean  de  Sacrbbosco  appelle  ^i/go 
le  philosophe  du  nom  duquel  l'arilhmélique  fut  appelée 
Algoiîsme^  et  telle  est  la  leçon  de  quelque  édition  du 
Traité  écrit  par  Sacrobosco  \  mais  dans  celle  que  fit  Clich- 
tovée  avec  la  date  de  Paris,  i5o3,  on  lit  :  <(  Scicntiam 
»  numerandi  compendiosam  edidit  nomine  Algorismus, 
»  unde  etalgorismus  nuncupatur  vel  ars  numerandi....  n 
L'algèbre  de  Mohammed  est  encore  connue  par  une  tra- 
duction latine  qui  fut  publiée  par  Guillaume  Libri  et  dont 
on  connaît  onze  exemplaires  manuscrits,  dont  quatre  se 
trouvent  à  la  Bibliothèque  impériale,  deux  à  la  Biblio- 
thèque du  Vatican,  deux  à  la  Bibliothèque  Magliabec* 
chiana  (Florence),  deuxà  la  Bibliothèque  Ambix^si- 
niana  (Milan),  un  à  la  Bibliothèque  de  TUniversité  de 
Cambridge.  Quelques-uns  de  ces  exemplaires  ne  sont  pas 
complets^  et  aucun  n^est  antérieur  au  xiv^  siècle;  le  nom 
du  traducteur  n'y  est  pas  indiqué.  Robert  de  Chester, 
dont  il  reste  d'autres  travaux,  amsit  traduit  de  iWabe  eu 
latin  le  livre  de  Mohammed  en  Tan  1 183,  d'après  le  \é- 
moignage d'Adrien  Van  Roomen  (appelé  en  latin  Adria* 
nus  Romanus)^  qui,  dans  son  ouvrage  intitulé  :  In  Mah- 
i^edis  arabis  Algebram  prolegomena,  affirme  posséder 
celte  traduction.  Un  exemplaire  imprimé  de  cet  ouvrage 
existe  dans  la  Bibliothèque  publique  de  Douai  \  il  fut 
indiqué  par  M.  Chasies  à  M.  Boncompagni  dans  une 
Lettre  du  5  septembre  i852,  où  se  trouve  rapporté  le  pas- 
sage suivant  :  «  Mahumed  filius  Moysi,  sicuti  primus 
»  omnium  invenit,  ita  et  primus  omnium  conscripsit 
M  algebram  linguâ  arabica;  quu  autem  tempore  mihi 
»  non  constat.  Opus  vero  ejus  ex  arabico  in  latinum 
»  traustulil  Roberlus  Cestrensis  in  ci  vitale  Segobiensi 
»  anno  ii83,  est  in  Bibliothecâ  meà  manuscriptum  et 
»  liberalitate  D.  Thaddœi  Hageccii.  Titulus  libri  est  : 
»  Iiicipit  Liber  restaurationis  et  oppositionis  numéro- 
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n  rnm,  etc.  »  Ne  voyant  pas  d'où  Vaii  Roonicn  aurait  pu 
tirer  ces  détails  qu'il  rapporte,  il  faut  penser  que  le  ma- 
nuscrit lui-même  Ifs  contenait,  et  que,  par  conséquent, 
cette  version  diflere  de  celle  qui  a  été  publiée,  et  qui  n'a 
ni  date,  ni  nom  d'auteur.  De  toute  manière  il  semble  que 
Talgèbrede  Mohammed-ben-Mousa  soit  restée  inconnue 
en  Occident  pendant  les  xii®  et  xiii^  siècles^  et  que  cet  au- 
teur ne  fut  alors  célèbre  en  Europe  que  par  son  Traité 
d'Arithmétique,  comme  par  la  renommée  plutôt  que  par 
des  traductions  vulgairement  répandues  i  on  arriva  ainsi  à 
prendre  son  nom  Yalgorisma  dans  la  signification  spéciale 
de  calcul  décimal  ou  encore  dans  le  sens  générique  de 
méthode  de  calcul^  lequel  lui  semble  attribué  dans  la 
Préface  du  Ldber  jibbaci  de  Léonard  de  Pise. 


RBGTIFIGATIOR. 


A  la  page  336  du  tome  VII,  a""  série,  nous  avons 
énoncé  le  théorème  suivant  proposé  par  M.  Barbier  : 
Les  différents  points  d^une  courbe  mobile  engendrent 
une  série  de  courbes  dont  V enveloppe  est  la  même  que 
Ven\f€loppe  de  la  courbe  mobile. 

M.  Catalan  nous  fait  observer  que  Ton  trouve  démon*- 
tré,  a  la  page  i83  de  ses  Mélanges  mathématiques  publiés 
an  commencement  de  1868,  un  théorème  qui  n'en  dif*^ 
fère  pas,  savoir  : 

Quand  une  courbe  ACB  roule  sur  une  courbe  DCE 
en  entraînant  une  ligne  FPG,  Ven^^eloppe  de  celle-ci 
coïncide  avec  V enveloppe  des  trajectoires  de  tous  ses 
points. 
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QUESTIONS. 
9â9.  Démontrer  la  formule 

(Catalan.) 

930.  Si  Ton  fait  sur  un  plan  B  la  perspective  d^une 
figure  tracée  sur  un  plan  Â ,  il  y  a  sur  ces  deux  plans 
deux  points  correspondants  b  et  a,  tels  que  tout  segment 
de  la  figure  B  est  vu  du  point  b  sous  le  même  angle  que 
le  segment  correspondant  de  la  figure  A  du  point  a. 

(Abel  Transon.) 

931 .  Lorsque  x  et  y  représentent  les  inverses  des  seg- 
ments formés  sur  des  axes  de  coordonnées  par  une  droite 
mobile,  l'équation  a>(x, j^)  =  o  est,  comme  on  sait, 
Téquation  d^une  courbe  enveloppe  de  cette  droite.  Sup- 
posant les  axes  rectangulaires,  on  demande  la  significa- 
tion géométrique  de  la  fonction  différentielle 

\/dx^  -4-  dv- 

et,  par  suite,  ce  que  représente  par  rapport  à  la  courbe 
f^(x^j)'=o  Tiutégrale  de  cette  fonction  différentielle 
prise  entre  des  limites  données.       (Abel  TRAivsofi.) 

932.  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à 
un  triangle  donné  construits  sur  les  rayons  de  courbure 
d^une  épîcycloïde  (cycloïde)  ordinaire,  et  d'un  même 
côté  de  ces  rayons  de  courbure,  est  une  épîcyoloïde  (cy- 
cloïde) allongée  ou  raccourcie.  (G.  Fouret.) 
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DISCUSSION  N  L'INTBRSBGTION  N  MllX  SHIFACBS 
BU  SKCONB  MBRB 

(•Vite  et  An ^  voir  i*  série,  t.  VII,  p.  137); 

Pab  m.  L.  PAINVIN. 


§  Vn.  —  Léquation  en  X  a  quatre  racines  égales, 

42.  Lorsque  Téquation  en  X  a  quatre  racines  égales,  les 
trois  cas  suivants  peuvent  se  présenter  : 

Premise  cas.  —  Le  cône  correspondant  à  la  racine 
quadruple  est  un  cône  proprement  dit. 

Lorsque  Inéquation  en  X  a  une  racine  quadruple^  et 
que  le  cône  (A)  correspondant  à  cette  racine  est  un 
cône  proprement  dit,  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
une  droite  y  elles  se  touchent  en  un  point  unique  sur 
cette  droite,  lequel  est  le  sommet  du  cône  (A).  Les 
deux  surfaces  se  coupent  smVant  cette  droite  et  une 
courbe  gauche  du  troisième  ordre;  cette  courbe  gauche 
touche  la  droite  au  point  A. 

Réciproquement  :  Si  deux  surfaces  ont  en  commun 
une  droite,  et  si  la  cubique  gauche  d^ intersection  tou- 
che cette  droite,  c'est-à-dire  si  les  deux  points  de  cette 
droite  oii  les  surfaces  se  touchent  viennent  à  se  confon- 
dre, V équation  en  "k  a  ses  quatre  racines  égales,  et  le 
cône  correspondant  est  un  cône  proprement  dit. 

Le  point  où  les  deux  surfaces  se  touchent  est  le  seul 
point  qui  ait  même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux 
surfaces;  ce  plan  polaire  est  le  plan  tangent  commun, 

Ann.  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  VUI.  (Mai  1869.)  l3 
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Deuxième  cas.  —  Le  cône,  correspondant  à  la  racine 
quadruple,  se  réduit  à  deux  plans  distincts. 

i^  Lorsque  le  cône,  correspondant  à  la  racine  qua- 
druple,  se  réduit  à  deux  plans  distincts ,  et  que  la  droite 
AB,  intersection  de  ces  deux  plans,  n'appartient  pas 
aux  deux  surfaces^  cette  droite  AB  touche  les  deux  sur- 
faces en  un  même  point  A.  Les  deux  surfaces  se  coupent 
suivant  deux  courbes  planes  ;  une  de  ces  courbes  est  une 
conique  proprement  dite  touchant  en  A  r intersection  des 
deux  plans;  la  seconde  courbe  se  compose  de  deux  droites 
qui  se  coupent  en  A,  cest^à^dire  que  l*un  de  ces  plans 
est  un  plan  tangent  commun,  et  coupe  les  deux  surfaces 
suis^ant  les  deux  mêmes  droites,  La  réciproque  est  vraie. 

Les  points  de  la  droite  AB  ont  même  plan  polaire  par 
rapport  aux  deux  surfaces  ;  ce  sont  les  seuls  points  jorns- 
sant  de  cette  propriété  ;  ces  plans  polaires  passant  par 
une  même  droite^  laquelle  est  conjuguée  harmonique 
de  tiB  par  rapport  aux  deuxdroites  communes  auxdeux 
surfaces. 

Un  plan  quelconque^  passant  par  le  point  de  con- 
tact A  y  coupe  les  deux  surfaces  suivant  des  coniques  os- 
culatricesf  le  contact  est  du  second  ordre. 

a®  Lorsque  la  droite  AB,  intersection  des  deux  sur- 
faces y  appartient  aux  deux  surfaces,  ces  sw faces  ont  en 
commun  trois  droites:  AB,  AD,  BC;  les  deux  dernières 
rencontrent  la  première.  Les  deux  surfaces  se  ràccor- 
DRiiT  suivant  la  droite  AB. 

Tout  plan  passant  par  le  point  A  ou  par  le  point  B, 
coupe  les  deux  suif  aces  suivant  des  coniques  osculatrices; 
le  contact  est  du  second  ordre. 

Troisième  cas.  —  Le  cône,  correspondant  à  la  racine 
quadruple  y  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents. 

Les  deux  surfaces  ont  en  commun  deux  droites  situées 
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dans  ce  plan  et  se  RAccOROBirr  saluant  ces  deux  droites. 
La  réciproque  est  vraie. 

Tous  les  points  de  ce  plan  ont  même  plan  polaire  par 
rapport  aux  deux  surfaces;  ces  plans  passent  tous  par 
le  point  de  concours  Â  des  deux  droites  déjà  signalées. 

Un  plan  quelconque,  passant  par  le  point  A,  coupe 
les  deux  surf  aces  suivant  des  coniques  osculatrices  ;  le 
contact  est  du  troisième  ordre. 

I.  Le  cône  correspondant  à  la  racine  quadruple 
est  un  cône  proprement  dit. 

43.  Prenons  pour  sommet  A  du  tétraèdre  de  référence 
le  sommet  du  cône  correspondant  à  cette  racine,  Téquation 
du  cône  ne  devra  pas  renfermer  de  termes  en  a:,  et  on  en 
conclut  pour  les  équations  des  deux  surfaces 

IAux*  -h  2A„«r  -*-  2A,3*«  -h  2Auxr-|-  AnX^ 
-h  Asa «*  -I-  A«  /»  -h  a A»^»  -h  2 Awjr  -f-  2 A34  «^  =  o, 
A„J:*-h2A„j:j  -haA.jarï  H-  2  A,4  «/ -f- B„ j* 
-+-  Bs3»'  H-  B44I*  -+-  2B,3r«  -+■  ^^uXt  H-  2B34  2^=  o; 

Téquation  en  X  est  alors 


i2)()+l) 


Aii  A|3  Ai3  Ai4 

A,i  (X  -hi)  Baa  H-  ^A„  B,3  -4-  X A„  B„  4-  "kAu 
A8,(îi-hi)  B„4-XA3,  B„-f-XA33  B.,4-»->A34 

A4,(X-+-l)    B4,-hXA4,    B4,4-XA43    B44-I-XA44 


=  0, 


et  le  cône  correspondant  à  la  racine  —  i  a  pour  équation 

,3  j  (A„  -  B,Or'  -^-  ( A«  -  B„)  2»  -h  (A44  -  B44)  r» 

i      -hilA^— B„)jz-f-2(A,4  — B,4)r^-h2(A34  — B34)a/=o. 

Uéquation  (2)  doit  admettre  quatre  fois  la  racine  — i; 
en  écrivant  que  le  déterminant  s^ annule  pouri  =  —  i, 

i3. 


il  vient 

(4)         A., 
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Bja  —  An      B,3  —  Ajj  B24  —  A,4 

Bsî  A3Î        Bs3  A  33  B34  A  34 

B42  —  A42     B43  —  A4J  B44  —  A44 


=  o. 


Le  second  facteur  de  I  égalité  (4)  exprime,  en  l'égalant 
à  zéro,  que  le  cône  (3)  se  réduit  à  deux  plans  ^  laissant 
de  côté  cette  hypothèse^  on  a  donc 


(lO) 


A,,  =  0. 


Les  plans  tangents  en  A,  à  chacune  des  surfaces  (i), 
coïncident,  et  Téquation  de  ce  plan  tangent  commun  est 

A,îj-+- A,32  4-A,4f  =  0; 

prenons  ce  plan  pour  face  BAC  du  tétraèdre  de  référence, 
on  devra  faire 

{2*»)  A„  =  o,     A,3  =  o. 

L'équation  en  X  devient  alors 


(5)       AMX  +  i)' 


Bî2  -f-  A  An      B23  -4-  A  A29 
B$2  -t-  XAsï     Bj3  -h  XA33 


=  0: 


le  coefficient  Aiv  ne  peut  pas  être  nul,  autrement  les  sur- 
faces (i)  se  réduiraient  à  des  cônes. 

Écrivons  que  Téquation  (5)  admet  trois  fois  la  racine 
—  I,  il  vient 


(6) 


(B«  —  An)  (833  —  A,3)  —  (B,3  ~  A„)»  =  o  ; 


Tégaiité  (6)  exprime  que  le  plan  ABC,  ou  /  =  o,  touche 
le  cône  (3)  ;  prenons  la  génératrice  de  contact  pour  arête 
AB  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire  supposons 


(3") 


Bjj  —  Aï,,     Bj3  —  An, 
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réquation  en  X  devient 


i7)  (^ -+->)• 


=  0. 


A„(>4-ï)      B33H-XA33 

Ecrivons  enfin  que  Téquation  (7)  admet  quatre  fois  la 
racine  — i,  on  trouve 

Am(B,3— A,3)  =  o; 

or^  on  ne  peut  pas  supposer  B^s  =  Ass?  autrement  le 
cône  (3)  se  réduirait  à  deux  plans;  on  devra  donc  faire 

(4**)  Am  =  o     d'où    Bm  =  o. 

Ainsi,  les  équations  des  deux  surfaces  se  ramènent  à  la 

forme 

j  24î/-f-  2cfy-3-4-  az^  ■+■  bO  -{-fyt  -f-  2^3/  =0, 

I    2X/-h2£fy«-+-«i*'-+-  ^|l'-+-/i^r-f-2/'i«^=0; 

el  Téquation  du  cône  (A),  correspondant  à  la  racine 
quadruple,  est  alors 

(9)  (A)  («-fl.)«*H-(*-A.)*'-+-2{/-/,)j^rH-2{A-A,)z/=:0. 

Nous  pouvons  déjà  conclure  de  là  que  : 

K  Lorsque  Téquation  en  X  a  une  racine  quadruple,  et 
9  que  le  cône  (A)  correspondant  à  cette  racine  est  un 
»  cône  proprement  dit,  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
')  une  droite;  elles  se  touchent  en  un  point  unique  sur 
)>  cette  droite,  ce  point  est  le  sommet  du  cône  correspon- 
»  dant  à  la  racine  quadruple.  Les  deux  surfaces  se  cou- 
»  peut  suivant  une  droite  et  une  courbe  du  troisième  or- 
«  dre  \  la  courbe  gauche  touche  la  droite.  » 

Réciproquement  :  a  Si  deux  surfaces  ont  eu  commun 
0  une  droite,  et  si  les  deux  points  de  cette  droite  où  les 
*>  deux  surfaces  se  touchent  viennent  à  se  confondre, 
^  Téquation  en  X  a  ses  quatre  racines  égales,  et  le  cône 
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»  correspondant  à  la  racine  quadruple  est  an  cône  pro- 
»  prementdit.  » 

Nous  laisserons  de  côté  la  démonstration  de  la  réci* 
proque. 

44.  Nous  allons  maintenant  donner  une  forme  plus 
simple  aux  équations  (8)  des  deux  surfaces. 

Le  plan  BÂG,  ou  t  =  o,  coupe  chacune  des  surfaces 
suivant  les  deux  droites 

az*  -\-  ^djrz  =  Of     a,  «*  H- 2<fyz  =  o; 

une  de  ces  droites  est  commune,  c'est  la  droite  AB^  les 
deux  autres  droites  sont  distinctes,  car  ai  est  différent  de  a, 
sans  quoi  le  cône  (9)  se  réduirait  à  deux  plans. 

Prenons  l'une  de  ces  droites  pour  arête  AC  du  tétraèdre, 
c'est-à-dire  supposons 

(i")  «1  =  0; 

nous  choisirons  ensuite  pour  face  CAD  le  second  plan 
tangent  mené  au  cône  (9)  suivant  Tarète  AG,  le  premier 
est  le  plan  CAB  *,  d'ailleurs,  ces  deux  plans  ne  peuvent 
pas  se  confondre,  car  Tarête  AC  (^  s=  o,  r  ^=  o)  ne  peut 
appartenir  au  cône,  puisque  (a  —  ai)  n'est  jamais  nul. 
Nous  prendrons  enfin,  pour  arête  AD,  la  génératrice  de 
contact  du  plan  CAD  avec  le  cône  (9);  ce  qui  revient  à 
supposer 

Les  équations  des  deux  surfaces  deviennent  par  suite 

i2xt  -h  2ify  z  -^  az^  -h  Ar*-4-  2^rH-  7ihztz-Oy 
i^xt  -+■  idyz  H-  ft^  4-  '^ftyi  -h^hzt  =  o; 

et  celle  du  cône  est 

(11)  (A)     fl«'  +  2(/~/.)//  =  o. 


(  »99  ) 

Dans  le  tétraèdre  de  référence,  les  arêtes  AB,  AC,  AD, 
sont  seules  déterminées;  il  reste  à  choisir  les  trois  som- 
mcu  B,  C,  D. 

Remarquons  que  la  droite  AD(r  =  o,  z  =  o)  ren- 
contre les  deux  surfaces  aux  deux  mêmes  points;  Tnn  est 
le  point  A,  l'autre  est  déterminé  par  Téquation 

2  j;  -f-  bi=zo; 

prenons  ce  dernier  point  pour  sommet  D,  c'est-à-dice 
faisons 

(30)  6=0. 

Les  plans  tangents  en  D  à  chacune  des  surfaces  ont 
respectivement  pour  équations 

c'est-à-dire 

^  4-/,j-h  Aa=o; 

ces  deux  plans  sont  distincts,  car  le  cône  (11)  étant  un 
cône  proprement  dil,yi  doit  être  différent  de/;  nous  choi- 
sirons pour  face  DBC  le  plan  tangent  à  la  seconde  des 
surfaces  (10),  c'est-à-dire  que  nous  supposerons 

(40)  /.  =  o,     h:=o. 

Ainsi  les  équations  des  deux  surfaces  pourront  se  ra- 
mener à  la  forme  définitive 

l  (S)     xt-h  kyZ'haz'-i-/yt  =  Oy 
(12]  < 

I  (T)  xt-h  ^jz=zo. 

Le  sommet  A  est  le  point  où  les  deux  surfaces  se  tou- 
chent ;  AB  est  la  droite  commune:  BAC  est  le  plan  tangent 
commun  en  A.  L'arête  AC  est  la  seconde  des  droites  sui- 
vant lesquelles  le  plan  BAC  coupe  la  seconde  surface  ^ 


(  aoo  ) 
Cad  est  le  plan  tangent  au  cône  correspondant  à  la  racine 
quadruple,  AD  est  la  génératrice  de  contact.  Le  sommet  D 
est  le  second  des  points  où  la  droite  ÂD  rencontre  les 
deux  surfaces^  et  DBC  est  le  plan  tangent  en  D  à  la  se- 
conde surface. 

45.  Les  plans  polaires  d'un  point  (^o>  Jo^-^o)  'o)  P^*^ 
rapport  aux  surfaces  (ist),  sont 


{i3)   , 

à  Taide  de  ces  équations  on  constate  immédiatement  que  : 
a  II  y  a  un  seul  point  qui  ait  même  plan  polaire  par 
)>  rapport  aux  deux  surfaces,  c'est  le  point  A  où  la  cobi- 
»  que  gauche  touche  la  droite  commune  AB^  le  plan  po- 
»  laireest  le  plan  tangent  commun. 

n.  Le  cône  correspondant  à  la  racine  quadruple 
se  réduit  à  deux  plans  distincts, 

46.  Nous  prendrons  ces  deux  plans  pour  faces  ABC  et 
ABD  du  tétraèdre  de  référence,  les  équations  des  deux 
surfaces  seront  les  équations  (i)  du  n^  25^  et  Téquation 
en  X  sera  Téquation  (a)  du  n^  25. 

Le  déterminant  de  l'équation  (2),  n°  25^  doit  encore 
s'annuler  pour  X  =  —  i ,  ce  qui  donne 

(AHA„~AÎ,)(B,,-Aa4)»=o; 

or  Bs»  est  nécessairement  différent  de  As«,  puisque  les 
deux  surfaces  sont  distinctes,  il  reste  donc  , 

(i)  A„A„  — Aî,  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  la  droite  AB  avec  les  deux 
surfaces  sont  les  mêmes,  ils  sont  donnés  par  les  équations 

(2)       z^Q^     /  =  o,     A„x»4-2A,jarr-h  A„>-'=:o; 


(3J  (X  +  i)^ 


(  aoi   ) 
la  relation  (i)  exprime  précisëment  que  les  points  (2) 
coïncident,  c'est-^à-dire  que  la  droite  AB  touche  les  deux 
surfaces^  prenons  ce  point  de  contact  pour  sommet  A, 
CD  aura 

(i")  Am=o,     A,î  =  o. 

L'équation  en  A  devient  alors 

0  o  A,a  A,4 

o  Am  a»  Aa4 

A,,     A„(XH-i)     A5,(X-f-i)      B,4-fXA,4 

A4.        A4,(>-hl)        B43H-\A43        A44(>-|-l) 

Exprimons  enfin  que  cette  dernière  équation  admet 
la  racine  —  i ,  on  trouve 

(4)  A„A„A,4  =  o, 

en  laissant  de  côté  le  facteur  (As^  —  634)  qui  ne  peut  être 
nul. 

Nous  avons  ici  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  A,t 
est  nul,  ou  que  A^  est  nul;  l'hypothèse  Aj*  =  o  ne  donne 
rien  d'essentiellement  distinct  de  ce  que  fournit  Thypo- 
thèse  Aïs  =0-,  ces  deux  cas  reviennent  en  définitive  à 
ceux-ci,  en  ayant  égard  aux  relations  (i^)  : 

i^  La  droite  AB  n'est  pas  une  droite  commune  aux 
deux  surfaces,  Ati^  o  \ 

0?  La  droite  AB  est  une  droite  commune  aux  deux 
surfaces,  Att  =  o. 

47.  i^  Supposons  A»  différent  de  zéro  et  A^  ntil* 
Les  équations  des  deux  surfaces  peuvent  alors  s'écrire 

(S)     j'-4-<iz'-hftr*-f-2Cj?a 

(5) 

(T)    y-haz^-^bt^-^ncxz 


(  ao2  ) 
Le  plan  ABC,  ou  f  =  o,  coupe  les  deux  surfaces  sui-^ 
vaut  la  conique 

(6)  jr^ -h  az^ '\- :icxz -^  idjrz^z  O'y 

la  droite  AB  touche  cette  conique  en  A.  Le  plan  ABD^ 
ou  z  =  o,  coupe  les  deux  surfaces  suivant  les  deux  droites 
distinctes 

(7)  j^'-h6r»-4-2er/  =  o, 

ces  deux  droites  se  coupent  au  point  A. 

On  voit  par  là  que  : 

«  Si  le  cône,  correspondant  à  la  racine  quadruple,  se 
»  réduit  à  deux  plans  distincts,  la  droite  AB,  intersection 
»  des  deux  plans,  touche  les  deux  surfaces  au  même 
))  point  A.  Si  cette  droite  n*est  pas  une  génératrice  com- 
»  mune  aux  deux  surfaces,  ces  deux  surfaces  se  coupent 
»  suivant  deux  courbes  planes;  une  de  ces  courbes  est 
»  conique  proprement  dite  touchant  la  droite  d'intersec- 
»  tion  des  deux  plans  en  A  ;  la  seconde  courbe  se  corn- 
»  pose  de  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  A,  c'est- 
)>  à«dire  que  l'un  des  plans  est  un  pian  tangent  commun 
»  et  coupe  les  deux  surfaces  suivant  les  deux  mêmes 
»  droites.  » 

Réciproquement  :  a  Si  les  deux  surfaces  se  coupent  sui- 
»  vaut  deux  courbes  planes,  si  l'intersection  des  deux 
»  plans  touche  les  deux  surfaces  au  même  point,  et  que 
»  l'une  des  sections  se  compose  de  deux  droites,  Téqua- 
»  tion  en  X  aura  quatre  racines  égales,  et  le  cône  corres- 
»  pondant  se  réduira  à  deux  plans.  » 

On  peut,  d'après  ces  remarques,  simplifier  les  équa* 
tions(5). 

Les  plans  polaires  d'un  plan  quelconque 


(ao3) 
situé  3ur  la  diroite  AB,  ont  pour  équation 

(8)  cx,«-4-j,(^-4-£fe  -htff)  =0; 

ces  plans  passent  tous  par  la  droite  fixe,  située  dans  le 
plan  ABD, 

2  =  0,      jr  ^-  ^/  rz:  o; 

prenons  cette  droite  pour  AD  du  tétraèdre  de  référence, 
c'est-&*dire  faisons 

er  =  O, 
l'équation  (7)  devient  alors 

y -h  ^^  =  0. 

On  conclut  de  là  : 

K  Les  points  de  l'intersection  des  deux  plans  ABC  et 
»  ABD  ont  même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux  sur^ 
n  faces,  et  ce  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  pro- 
»  prié  té;  tous  ces  plans  passent  par  une  droite  fixe  AD 
»  qui  est  conjuguée  harmonique  de  AB  par  rapport  aux 
»  deux  droites  qui  constituent  la  section  conunune  aux 
»  deux  surfaces  situées  dans  le  plan  ABD.  » 

Le  plan  ABC,  ou  t  =  o,  coupe  les  deux  surfaces  sui- 
vant la  conique  (6);  prenons  :  pour  sommet  C,  un  des 
points  de  cette  conique;  pour  face  BCD,  le  plan  tangent 
en  C  â  l'une  des  surfaces  (5),  à  la  seconde,  par  exemple; 
ceci  revient  à  supposer 

rt— O,       (i=:Oy      /,  =0. 

Eu  égard  à  ces  hypothèses,  les  équations  des  deux 
surfaces  prennent  la  forme  définitive 

i(S)     y  -f-  bt^  4-  2CXZ  -h  '2/zi  =  o, 
(T)     y'-i-bt^-h  2cxz=zo. 

«  Si  l'on  mène  un  plan  quelconque  par  le  point  de 


(  "4) 

))  contact  des  deux  surfaces,  ce  plan  les  coupe  suivant 
»  des  coniques  osculatrices  ;  le  contact  est  du  second 
»  ordre.  » 

En  effet,  soit  l'équation  d'un  plan  quelconque  passant 
par  le  sommet  A 

(lo)  z  =  (ijr~hpty 

si  l'on  substitue  cette  valeur  de  z  dans  les  équations  (9), 
il  vient 

j  j^'-h2acjrr-+-{*-f-a/p)*^-h2aiyr-4-2cpj:r=:o* 
I  7*-4-2aca:/-l-  ^^*  H- acpxf  =  o; 

Téqjiation  en  fx.  relative  à  ces  deux  cônes  de  même  som- 
met est 


O  ac(fi-hi)       pc(pi-l-i) 

xc(ii-hl)     fA-hi  a/ 


=  0  OU  (^-hi)*=o; 


d'ailleurs  les  plans  tangents  communs  correspondants  sont 
distincls;  par  conséquent,  les  cônes  sont  osculateurs  et  le 
contact  est  du  second  ordre  \  donc .... 

48.  !À^  Supposons  Ast  nul,  c'est-à-dire  que  la  droite  A6 
appartient  aux  surfaces. 

Eu  égard  à  l'hypothèse  actuelle  et  aux  hypothèses  (1^) 
du  n*'  46,  les  équations  (i)  du  n°  25  des  deux  surfaces 
deviennent 

(  (S)  Ûf2*H-6r*-f-2CJC«-f-2£irf-f-2^J^«-h2g7f+2/«f  =  0, 

I  (T)a2'-f-^f»4-2c;rz-»-2da:f4-2^J^z4-2g7r-f-2/,zr=o. 

Le  plan  ABC,  ou  t  =  o,  coupe  les  deux  surfaces  suivant 
deux  droites  communes,  savoir 

3  {az  -h  2CX  -f-  2ex)  =  o  : 


(  ao5  ) 
Tune  déciles  est  la  droite  ÂB;  la  seconde  ne  peut  pas  se 
confondre  avec  AB,  car  il  faudrait  pour  cela  qu'on  eût 
c  =.  o,  e  =  o,  et  les  deux  surfaces  se  réduiraient  alors  à 
des  cènes.  Nous  pouvons  donc  prendre  celte  seconde 
droite  pour  arête  BC  ( j:  =  o,  2  =  o)  du  tétraèdre  de  ré- 
férence, c'est-à-dire  supposer 


a  =zo.     ff  =  o. 


Le  plan  ABD,  ou  z  =  o,  coupe  les  deux  surfaces  suivant 
le^deux  droites  communes 

tf^bt-^QLdjc  -h  2g7)  =0  : 

l'une  d'elles  est  la  droite  AB;  la  seconde  ne  peut  pas  se 
confondre  avec  AB;  nous  pouvons  donc  la  prendre  pour 
arête  AD  (jr  =  o^  z  =  o)  du  tétraèdre  de  référence,  c'est- 
à-dire  supposer 

^=0,     dz=zO. 

Les  équations  des  deux  surfaces  deviennent  alors 

\  (S)     cxz-^gyt-i-fU  =  o, 
I  (T)     cxz-irgyt-\-fyU  —  o, 

Nous  constatons  d'abord  que  : 

tt  Si  le  cône  correspondant  à  la  racine  quadruple  se 
»  réduit  à  deux  plans  et  que  la  droite  AB,  intersection 
»  (le  ces  deux  plans,  appartienne  aux  deux  surfaces,  ces 
))  deux  surfaces  auront  en  commun  trois  génératrices  : 
»  Tune  d'elles  est  la  droite  AB  ;  les  deux  autres,  AD  et  BC, 
»  s'appuient  sur  ta  droite  AB.  » 

Les  équations  des  plans  tangents  à  chacune  des  sur- 
faces  (i3),  en  un  point  quelconque  (x^^y^^  «0=  o,  t^  ■=.  o) 
de  la  droite  AB,  sont 

cx^z  +  gy%t  =  o,     cx^z-\-  g7o^=  o. 


il  vient 

(4)         A„ 


{  '9Ô) 

Bji  —  An     Bjs  —  A23  Bm  —  a  34 

Bjs  —  A37     Bs3  —  A  33  Bs4  —  A  34 

B42  —  A42     B43  —  A4J  B44  —  A44 


=  o. 


Le  second  facteur  de  I  égalité  (4)  exprime,  en  T^alant 
à  zéro,  que  le  cône  (3)  se  réduit  à  deux  plans;  laissant 
de  côté  cette  hypothèse^  on  a  donc 


(i») 


Am  =  o. 


Les  plans  tangents  en  A,  à  chacune  des  surfaces  (i), 
coïncident,  et  Téquation  de  ce  plan  tangent  commun  est 

A,2r -^  A,3«  + Auf  =  0; 

prenons  ce  plan  pour  face  BAC  du  tétraèdre  de  référence, 
on  devra  faire 

(2»)  An  =  o,     A„  =  o. 

L^équation  en  X  devient  alors 


(5)        AÎ,(>H-i)» 


B22  -+-  XAîî     Bj,  -h  X  As9 

Bs2  -+-  X  A32        Bj3  -4-  XA33 


=  0: 


le  coefficient  A| ^  ne  peut  pas  être  nul,  autrement  les  sur- 
faces (i)  se  réduiraient  à  des  cônes. 

Écrivons  que  Téquatîon  (5)  admet  trois  fois  la  racine 
— I,  il  vient 


(6) 


(B„  — A„)  (B,3  —  A,3)  —  {B,3  —  A2s)»  =  o; 


Tégalité  (6)  exprime  que  le  plan  ABC,  ou  /  =  0,  touche 
le  cône  (3)  ;  prenons  la  génératrice  de  contact  pour  arête 
AB  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire  supposons 


(3») 


B22   A2J,  Bî; 


■    A23> 


(  »97  ) 
l'cqualion  en  X  devient 

»  =0. 

A„(>4-i)     B„-*-XA3; 
Ecrivons  enfin  que  Téquation  (7)  admet  quatre  fois  la 
racine  — 1,  on  trouve 

Aa,  (Bsa— A3j)  =  o; 

or^  on  ne  peut  pas  supposer  Bss  =  Âst,  autrement  le 
cône  (3)  se  réduirait  à  deux  plans*,  on  devra  donc  faire 

(4**)  A„=:o     d'où     B„  =  o. 

Ainsi,  les  équations  des  deux  surfaces  se  ramènent  à  la 
forme 


.8)    I  ^ 

r  2 


ixt  H-  arfjr  «  -f-  a^z^  4-  b^O  -*-/,//-f-  2/4,  U  =  o; 


et  Téquation  du  cône  (A),  correspondant  à  la  racine 
quadruple,  est  alors 

(9)  (A)  {«-fl.)*'-i-(6-A,)/»-f-2(/-./,)jr-*-2(A-A.)«/=o. 

Nous  pouvons  déjà  conclure  de  là  que  : 

«  Lorsque  Téquatîon  en  X  a  une  racine  quadruple,  et 
»  que  le  cône  (Â)  correspondant  à  cette  racine  est  un 
n  cône  proprement  dit,  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
))  une  droite^  elles  se  touchent  en  un  point  unique  sur 
»  cette  droite,  ce  point  est  le  sommet  du  cône  correspon- 
»  dant  à  la  racine  quadruple.  Les  deux  surfaces  se  cou* 
»  peut  suivant  une  droite  et  une  courbe  du  troisième  or- 
»  dre  ;  la  courbe  gauche  touche  la  droite.  » 

Réciproquement  :  «  Si  deux  surfaces  ont  en  commun 
'}  une  droite,  et  si  les  deux  points  de  cette  droite  où  les 
»  deux  surfaces  se  touchent  viennent  à  se  confondre, 
>»  Téquation  en  X  a  ses  quatre  racines  égales,  et  le  cône 


il  vient 

(4)         A„ 


(  »96  ) 

Bji  —  An     Bî3  —  A23  Du  —  Aji 

Bsî  A3J        Bs3  A3S  Bs4  A  34 

B42  —  A42     B43  —  A4,  B44  —  A44 


=  o. 


Le  second  facteur  de  1  égalité  (4)  exprime,  en  régalant 
à  zéro,  que  le  cône  (3)  se  réduit  à  deux  plans*,  laissant 
de  côté  cette  hypothèse^  on  a  donc 


(.<■ 


A„  =:0. 


Les  plans  tangents  en  A,  à  chacune  des  surfaces  (i), 
coïncident,  et  Téquation  de  ce  plan  tangent  commun  est 

A„r  ^- A,32  +  A,4  r  =  o  ; 

prenons  ce  plan  pour  face  BAC  du  tétraèdre  de  référence, 
on  devra  faire 

(2«)  A,2  =  0,       A,s=:0. 

L^équation  en  X  devient  alors 


(5)       Aî,(>-^i) 


Baî  -f-  \An     Bj,  -4-  X  Aas 
Bsa  -+-  X  Asj       Bj3  -f-  ^A33 


=  0; 


le  coefficient  A,v  ne  peut  pas  être  nul,  autrement  les  sur- 
faces (i)  se  réduiraient  à  des  cônes. 

Écrivons  que  Téquation  (5)  admet  trois  fois  la  racine 
—  I,  il  vient 


(6) 


(B„  —  A„)  (B„  -  A„)  -  (B„  -  A,,)'  =  o  ; 


l'égalilé  (6)  exprime  que  le  plan  ABC,  on  t  =  o,  touche 
le  cône  (3)  j  prenons  la  génératrice  de  contact  pour  arête 
ÂB  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire  supposons 


(3») 


Bm  AjJ,         Bj3  Aa39 


(7)  (^-t-O* 


=  o. 


(  «97  ) 
l'équalion  en  X  devienl 

A32(>4-i)     B„-f-XA,: 
Écrivons  enfin  que  Téquation  (y)  admet  quatre  fois  la 
racine  —  i ,  on  trouve 

Ajj  (833  —  Aa3)  =  o; 

or^  on  ne  peut  pas  supposer  Bss  =  As»,  autrement  le 
cône  (3)  se  réduirait  à  deux  plans-,  on  devra  donc  faire 

(4**)  A,i=:o    d'où     B,2  =  o. 

Ainsi,  les  équations  des  deux  surfaces  se  ramènent  à  la  ' 

forme 

^      I  2xr-4-  ^djrz-h  az^  -+-  bO  -^fyt  H-  %hzt  =0, 
10)    { 

f  ixt  H-  arfjr  «  -f-  «!«'  -h  ^i<*  -*-/i/^-f-  2/4,  «/=  o; 

et  l'équation  du  cône  (A),  correspondant  à  la  racine 
quadruple,  est  alors 

(9}  (A)  («-«,)z»-i-(6-6,)/»-f-2(/-/,)jr-4-2(/i-A,)«/=o. 

Nous  pouvons  déjà  conclure  de  là  que  : 

u  Lorsque  Téquation  en  X  a  une  racine  quadruple,  et 
»  que  le  cône  (A)  correspondant  à  cette  racine  est  un 
»  cône  proprement  dit,  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
1)  une  droite^  elles  se  touchent  en  un  point  unique  sur 
))  cette  droite,  ce  point  est  le  sommet  du  cône  correspon- 
»  dant  à  la  racine  quadruple.  Les  deux  surfaces  se  cou- 
n  pent  suivant  une  droite  et  une  courbe  du  troisième  or- 
»  dre  ;  la  courbe  gauche  touche  la  droite.  » 

Réciproquement  :  d  Si  deux  surfaces  ont  en  commun 
»  une  droite,  et  si  les  deux  points  de  cette  droite  où  les 
>  deux  surfaces  se  touchent  viennent  à  se  confondre, 
>•  Téquation  en  X  a  ses  quatre  racines  égales,  et  le  cône 


il  vient 

(4)         A., 


(   '96) 

Bja  —  A33     Bjj  —  Aj3  Bî*  —  A24 

Bîj  —  A33     Bs3  —  A38  B54  —  A  34 

B42  —  A45     B4S  —  A43  B44  —  A44 


=  o. 


Le  second  facteur  de  Tégalité  (4)  exprime,  en  1  égalant 
à  zéro,  que  le  cône  (3)  se  réduit  à  deux  plans  ^  laissant 
de  côté  cette  hypothèse,  on  a  donc 


{!«) 


A..: 


Les  plans  tangents  en  A,  à  chacune  des  surfaces  (i), 
coïncident,  et  Téquation  de  ce  plan  tangent  commun  est 

A.ir-^  A,3a  + A,4r  =  o; 

prenons  ce  plan  pour  face  BAC  du  tétraèdre  de  référence, 
on  devra  faire 

(2*»)  A„=:o,     A,3==o. 

L'équation  en  X  devient  alors 


(5)        Af,(X-^i)' 


Bj2  -f-  XA2J     Bj3  -h  X  Ajs 
Bs2  -+-  XA3,     B33  -4-  XA33 


=  0; 


le  coefficient  A,v  ne  peut  pas  être  nul,  autrement  les  sur- 
faces (i)  se  réduiraient  à  des  cônes. 

Écrivons  que  Téquation  (5)  admet  trois  fois  la  racine 
— I,  il  vient 

(6)  (B«  —  A„)  (B«3  -  A„)  -  (B,3  -  A,3)'  =  o  ; 

Fégalilé  (6)  exprime  que  le  plan  ABC,  ou  f  =  o,  touche 
le  cône  (3)  ;  prenons  la  génératrice  de  contact  pour  arête 
AB  du  tétraèdre  de  référence,  c'est-à-dire  supposons 


{3«) 


Dn  Ajj,         Bî3  A  23» 
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l'cqualion  en  X  devient 


(7)  (>  +  >)' 


=  o. 
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A„(>  +  i)     B33-I->A„ 
Ecrivons  enfin  que  Fëquation  (7)  admet  quatre  fois  la 
racine  — 1,  on  trouve 

Aa2(B83--  A33)=:o; 

or^  on  ne  peut  pas  supposer  B^  =  Ass,  autrement  le 
cône  (3)  se  réduirait  à  deux  plans-,  on  devra  donc  faire 

(4**)  A«  =  o     d'où     B„=:o. 

Ainsi,  les  équations  des  deux  surfaces  se  ramènent  à  la 
forme 

j  2«^•4-  2rfj2-4-  az^  •+-  bO  -¥  fyt  -h  ihu  =0, 
18)    \ 

\  ixt  H-  7.djrz  4-  «!«'  -h  *i/*  -*-/i/^-f-  2/4,  «/=  o; 

et  l'équation  du  cône  (A),  correspondant  à  la  racine 
quadruple,  est  alors 

(9}  (A)  («-«,)z»4-(6-.6,)/^-f-2(/-/,)j^-4-2(/i-Ai,)«/  =  o. 

Nous  pouvons  déjà  conclure  de  la  que  : 

«  Lorsque  l'équation  en  X  a  une  racine  quadruple,  et 
»  que  le  cône  (A)  correspondant  à  cette  racine  est  un 
»  cône  proprement  dit,  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
')  une  droite^  elles  se  touchent  en  un  point  unique  sur 
))  cette  droite,  ce  point  est  le  sommet  du  cône  correspon- 
n  dant  a  la  racine  quadruple.  Les  deux  surfaces  se  cou- 
n  pent  suivant  une  droite  et  une  courbe  du  troisième  or- 
«  dre  *,  la  courbe  gauche  touche  la  droite.  » 

Réciproquement  :  «  Si  deux  surfaces  ont  en  commun 
»  une  droite,  et  si  les  deux  points  de  cette  droite  ou  les 
"  deux  surfaces  se  touchent  viennent  à  se  confondre, 
»  Téquation  en  X  a  ses  quatre  racines  égales,  et  le  cône 
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»  distinctes,  Tintersection  des  deux  cônes  est  une  courbe 
))  du  quatrième  ordre;  on  rentre  dans  le  cas  général. 

))  Si  les  deux  autres  racines  sont  égales,  la  courbe  gau- 
»  che  possède  un  point  double;  les  deux  cônes  se  tou- 
»  chent  en  un  point  non  situé  sur  la  ligne  des  sommets; 
))  il  peut  arriver  aussi  que  les  deux  cônes  soient  bitan- 
»  gents  et  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes.  (Cod- 
»  clusions  générales  analogues  à  celles  du  n^  14,  pre- 
»  mier  et  deuxième  cas.  )  » 

a°  L'équation  en  X  a  deux  racines  nulles  et  une  racine 
infinie. 

a  Le  sommet  du  cône  (A)  correspondant  à  la  racine 
)>  double  zéro  se  trouve  sur  le  second  cône  (6)  corres- 
»  pondant  à  la  racine  infinie.  Les  deux  cônes  se  coupent 
»  suivant  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  un  point 
»  double  en  A;  les  tangentes  en  ce  poiot  double  sont  les 
»  intersections  du  cône  (A)  par  le  plan  tangent  au 
»  cône  (B)  suivant  l'arête  BA. 

»  Le  sommet  du  cône  (A)  se  trouve  également  sur  le 
»  cône  (G),  passant  par  Tintersection  des  cônes  (A)  et 
»  (B)  et  correspondant  à  la  racine  de  Véquation  en  X  qui 
»  n'est  ni  nulle,  ni  infinie;  le  cône  (G)  touche  suivant 
»  Varète  GA  le  plan  tangent  au  cône  (B)  suivant  Ta- 
»  ré  te  BA.  » 

Il  peut  arriver  que  le  cône  (A)  se  réduise  à  deux  plans 
distincts. 

3^  L'équation  en  X  a  trois  racines  nulles  et  une  racine 
infinie. 

((  Le  cône  (A)  correspondant  à  la  racine  nulle  a  son  som- 
»  met  sur  le  cône  (B)  correspondant  a  la  racine  infinie; 
»  le  plan  langent  au  cône  (B)  suivant  Tarète  BA,  touche 
»  également  le  cône  (A)  suivant  une  arête  AG  distincte 
»  de  AR.  Les  deux  cônes  se  coupent  suivant  une  courbe 
»  du  quatrième  ordre  ayant  un  point  de  rebroussemcnt 
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»  en  Â  ;  la  tangente  de  rebrou ssement  est  la  droite  AC.  » 

4^  L'équation  en  X  a  deux  racines  nulles  et  deux  ra- 
cines infinies. 

((  Les  deux  cônes  ont  une  génératrice  commune;  s'ils 
»  ne  se  touchent  pas  suivant  cette  génératrice,  leur  in- 
))  tersection  est  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre. 

D  S'ils  se  touchent  suivant  cette  génératrice,  leur 
))  courbe  d'intersection  se  composera  de  deux  droites 
»  coïncidant  avec  la  génératrice  commune,  et  d'une 
M  courbe  plane;  mais  alors  Téquation  en  X  se  réduit  à 
»  une  identité.  » 

m.   Cas  ou  Féquation  en  X  5e  t^didt  à  une  identité. 

53.  L'équation  en  \  se  réduit  à  une  identité  dans  les 
cas  suivants  : 

1^  Lorsque  les  surfaces  sont  deux  cônes  ayant  une 
génératrice  commune  et  se  touchant  suivant  cette  géné- 
ratrice ; 

oP  Lorsqu'on  a  deux  cônes  ayant  même  sommet; 

3^  Lorsque  les  surfaces  sont  deux  cylindres  paraboli- 
ques ayant  même  plan  directeur; 

4^  Lorsque  les  deux  surfaces  sont  des  cylindres  paral- 
lèles ; 

5^  Lorsqu'une  des  surfaces  est  un  cône,  et  que  Tautre 
est  un  système  de  plans  dont  l'arête  passe  par  le  sommet 
du  cône;  ou  bien  encore,  un  système  de  plans  dont  l'un 
touche  le  cône  ;  ou  encore ,  un  système  de  deux  plans 
coïncidents  et  passant  par  le  sommet  du  cône  ; 

6®  Lorsqu'une  des  surfaces  étant  un  cylindre,  l'autre 
est  un  système  de  plans  dont  l'arête  est  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre;  ou  encore,  un  système  de  plans 
dont  l'un  touche  le  cylindre  ; 

7®  Lorsque  les  surfaces  se  réduisent  à  des  systèmes  de 


(  a»4  ) 

deux  plans  et  que  les  arêtes  de  ces  s^^siëmes  se  rencou- 
trent. 

Toutes  ces  propositions  sont  faciles  à  vérifier.  On  peut 
aussi  les  conclure  d'une  analyse  régulière  semblable  à 
celle  qui  a  été  plusieurs  fois  répétée,  et  montrer  ainsi 
que  ce  sont  les  seuls  cas  où  l'équation  en  X  se  réduit  à 
une  identité. 

^  IX.  —  Détermination  des  branches  infinies  de  la 
courbe  d* intersection  des  deux  surfaces  dtt  second 
ordre. 

I.  Détermination  générale, 

54.  Je  remarque  d^abord  qu'on  obtiendra  la  direc- 
tion des  brancbes  infinies  de  la  courbe  d^ntersection  en 
cherchant  les  génératrices  communes  aux  cônes  des 
directions  asymptotiques  (C)  et  (C)  des  deux  surfaces 
considérées. 

L*asymptote  en  un  de  ces  points  à  l'infini  sera  Tinter- 
section  des  plans  asymptotes  correspondants  dans  cha- 
cune des  deux  surfaces. 

La  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
ordre  a^  en  général ,  quatre  points  à  l'infini  (réels  ou 
imaginaires)  ;  et,  d'après  cequ^on  vient  de  dire,  les  direc- 
tions asymptotiques  relatives  à  ces  points  sont  les  géné- 
ratrices communes  aux  deux  cônes  des  directions  asymp- 
totiques. 

Mais  la  discussion  de  Tintersection  de  ces  deux  cônes 
ayant  même  spmmet,  présente  les  mêmes  circonstances 
que  celle  de  l'intersection  des  deux  coniques,  puisque  les 
équations  de  ces  deux  cônes  (qu'on  peut  regarder  comme 
ayant  pour  sommet  commun  l'origine  des  coordonnées) 
sont  assimilables  aux  équations  de  deux  coniques. 

D'après  cela,  les  cas  suivants  pourront  se  présenter  : 
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1^  Les  cônes  de  directions  asymploiiques  se  coupent 
suivant  quatre  racines  génératrices. 

La  discussion  faite  comme  dans  le  cas  des  coniques 
nous  indiquera  si  les  quatre  génératrices  communes  sont 
réelles,  ou  si  deux  seulement  sont  réelles,  ou  si  les  qua- 
tre  sont  imaginaires,  c'est-à-dire  si  la  courbe  gauche 
a  quatre  points  réels  à  l'infini,  ou  deux  seulement,  ou  si 
les  quatre  points  sont  imaginaires;  les  branches  infinies 
ont,  dans  ce  cas,  leurs  asymptotes  à  distance  finie. 
a°  Les  cônes  (C)  et  (C)  se  touchent. 
Les  plans  asymptotes  correspondants  sont  alors  paral- 
lèles, par  conséquent  Tasymptote  correspondante  de  la 
courbe  gauche  se  trouve  transportée  à  Tinfini  parallèle- 
ment à  la  direction  asymptotique  considérée. 

Ainsi  la  courbe  gauche  a  deux  points  distincts  (réels 
ou  imaginaires)  à  Tinfini,  elle  touche,  en  outre,  la  droite 
de  l'infini  parallèle  à  la  génératrice  de  contact  des  deux 
cônes  (C)  et  (C). 
3^  Les  cônes  (C)  et  (C)  sont  bi tangents. 
Les  asymptotes  sont  encore  à  Tinfini;  la  courbe  dMn- 
tersection  a  deux  couples  de  points  coïncidents  à  l'infini, 
elle  touche  le  plan  de  l'infini  en  deux  points  ;  les  asymp- 
totes relatives  à  ces  deux  points  sont  à  Tinfini  et  respec- 
tivement parallèles  aux  génératrices  de  contact  des  deux 
cônes  (C)  et  (C). 

4^  Les  cônes  (C)  et  (C)  sont  osculateurs,  et  le  contact 
est  du  second  ordre. 

La  courbe  gauche  a  deux  points  réels  à  l'infini;  l'un 
est  un  point  simple  et  ordinaire,  l'autre  est  un  point  d'in- 
flexion; la  tangente  d'inflexion  est  là  droite  de  l'infini 
parallèle  à  Tarète  de  contact  de  deux  cônes. 

5*^  Les  cônes  (C)  et  (C)  sont  osculateurs,  ei  le  con- 
tact est  du  troisième  ordre. 
Les  quatre  points  d'intersection  de  la  courbe  gauche 
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avec  le  plan  de  Tinfîni  se  confondent;  la  droite  à  Finfinî, 
parallèle  à  la  génératrice  de  contact  des  deux  cônes,  tou- 
che la  courbe  gauche  et  a  avec  elle  un  contact  du  troi- 
sième ordre. 

Remarque.  —  Ces  conséquences  sont  évidemment  ap- 
plicables aux  cas  où  les  cônes  (G)  et  (C)  ne  sont  pas  des 
cônes  proprement  dits  ;  ainsi ,  un  des  cônes  ou  tous  les 
deux  peuvent  se  réduire  soit  à  un  système  de  plans  dis- 
tincts, soit  à  un  système  de  plans  coïncidents. 

Lorsqu'un  des  cônes,  (G)  par  exemple,  se  réduit  à  un 
système  de  deux  plans  coïncidents,  les  deux  cônes  seront 
bitangents  si  le  cône  [QJ)  est  un  cône  proprement  dit,  ou 
bien  s'il  est  composé  de  deux  plans  distincts;  les  quatre 
génératrices  seront  confondues  si  le  cône  (C)  se  réduit 
également  à  un  système  de  deux  plans  coïncidents. 

II.  Ccu  particuliers, 

55.  Je  terminerai  cette  question  par  F  examen  de  plu- 
sieurs cas  particuliers. 

I®  Les  deux  cônes  (G)  et  (G')  sont  parallèles. 

Dans  ce  cas,  les  deux  surfaces  sont  homolhétiques  ;  elles 
se  coupent  suivant  deux  courbes  planes,  dont  une  est 
dans  le  plan  de  l'infini  ;  c'est  le  deuxième  cas  du  n®  14. 

Q^  Les  cônes  (G)  et  (G')  étant  composés  de  deux  plans, 
un  plan  de  Tun  des  systèmes  est  parallèle  a  un  plan  de 
l'autre  système. 

Si  Ton  prend  pour  plan  j'oz  le  plan  directeur  commun, 
et  pour  plans  xoz  et  xoy  des  plans  parallèles  aux  deux 
autres  plans,  les  équations  des  deux  surfaces  seront 

xjr  -^  ax  -\-  bjr  -\-  cz  -\-  d  z=Oy 

On  voit  aisément  que  1  équation  en  X  a  deux  couples  de 
racines  égales,  ces  deux  surfaces  ont  en  commun  la  droite 
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de  Tinfini  ( j?  =  o,  j^  =  o)  ;  un  plan  quelconque»  paral- 
lèle au  planyoz,  coupe  Tune  et  l'autre  surface  suivant 
celte  droite  à  l'infini,  et  chacune  d'elles  suivant  une  droite 
à  distance  finie.  Les  conclusions  du  n^  30,  premier  cas, 
sont  applicables  au  cas  actuel ,  en  transportant  à  Tinfini 
les  points  A  et  6. 

3®  Le  cône  (C)  est  un  système  de  deux  plans  distincts, 
et  le  cône  (C)  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents  paral- 
lèles à  Tun  des  plans  (C). 

Les  équations  des  deux  surfaces  pourront  s^écrire 

xy  -h  aa:  -h   bjr  -^  ci  -h  d  =  o^ 
X* -h  fl,  X -h  ftij-hc,  «-f-rfi  =  0; 

une  de  ces  surfaces  est  un  cylindre  parabolique.  L'équa- 
tion en  X  possède  encore  deux  couples  de  racines  égales  \ 
les  deux  surfaces  ont  en  commun  la  droite  de  Tinfini 
(x  =  o,  t  =  o)  ',  les  conclusions  du  n^  30,  premier  cas, 
sont  encore  applicables  au  cas  actuel. 

4^  Les  cônes  (C)  et  (C)  se  réduisent  à  des  systèmes 
de  plans  coïncidents,  et  ces  plans  sont  parallèles. 

Les  équations  des  deux  surfaces  pourront  s'écrire 

jp*  -h  fljf  -4-  bjr  -^  cz  =  o, 
a:' -h  rt,  ar -J-  btjr  -l-c,  «  =  o; 

on  a  deux  cylindres  paraboliques  ]  ces  surfaces  sont  ho- 
mothétiques  et  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes, 
dont  une  est  le  plan  de  l'infini  ;  dans  ce  cas  Téquation 
en  X  se  réduit  à  une  identité. 

§  X.  —  Résumé. 

L  L^ équation  en  ^  a  ses  quatre  racines  réelles 
et  distinctes. 

i^  Si  les  quatre  cônes  sont  réels,  on  a  une  courbe  réelle 
du  quatrième  ordre. 
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ai^  Si  deux  des  cônes  sont  imaginaires^  on  a  une  courbe 
imaginaire  du  quatrième  ordre. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 

«X^-h   ^7'  -h  C3'   4-   dt^  =:Qy 
a,  or» 4-  ^,7»-hc,z'4-^i^'=0; 
les  coefficients  sont  réels. 

II.  Uéquation  en  X  a  deux  racines  réelles 
et  deux  imaginaires. 

Deux  des  cônes  sont  réels,  les  deux  autres  sont  imagi- 
naires ;  on  a  une  courbe  réelle  du  quatrième  ordre. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces. 

x*4-  û7*  4-^(2' — /»)h- 2</»^  =  o, 

les  coefficients  sont  réels. 

III.  L'équation  enl  a  ses  quatre  racines  imaginaires. 

Les  quatre  cônes  sont  imaginaires;  on  a  une  courbe 
réelle  du  quatrième  ordre. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 
a  (x' — jr^)  -f-  c (z^ ^  t^)  -^  'ib xjr  -h  2d zt  =o, 
^1  (**  — r ')  -+-  c,  (z»  — '  f  »)  4-  2 ^.xj  4-  2^,  a«  =  o  ; 
les  coefficients  sont  réels. 

IV.  L'équation  en  1  a  deux  racines  égales. 

1°  Le  cône  correspondant  à  la  racine  double  est  un 
cône  proprement  dil;  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point;  on  a  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  un 
point  double  oixlinaire. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces. 

by^  4-  «*  -4-  dt^  4-  ixt  =  o, 

^i7'-4-c,  z-4^,/=4-  2x/  =  o. 
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2^  Le  cône  correspondant  à  la  racine  double  se  réduit 
à  deux  plans  distincts;  les  deux  surfaces  se  coupent  sui- 
vant deux  courbes  planes,  et  se  touchent  en  deux  points 
non  situés  sur  une  génératrice  conunune. 

Formes  rédaites  des  équations  des  deux  surfaces, 

az*  -+-  bt^  -h  7,a:y  -h  2c,  zt  =  o. 

V.  V équation  en  'k  a  trois  racines  égales, 

1^  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  est  un 
cône  proprement  dit*,  les  deux  surfaces  se  touchent  en 
un  points  on  a  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  un 
point  de  rebroussement. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 
ajr^  -\-  2.r/-^-  bz^-i-  acjrt=z  o, 
k  (<rr'-h  ^xt)-h  bz*'\-  2c^/  =  o. 

2^  Le  cône  correspondant  k  la  racine  triple  se  réduit  à 
deux  plans  distincts;  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  unique  et  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes 
qui  se  touchent  en  ce  point. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 

X^ -\-  aa xz -{-  2.b xt -^  2c«r  =  o, 
j^'-h  naxz  ^  nbxt  -\-  iCiZt=o. 

3^  Le  cône  correspondant  à  la  racine  triple  se  réduit  à 
deux  plans  coïncidents;  les  deux  surfaces  sont  circon- 
scrites Tune  à  Fautre;  la  courbe  de  contact  est  une  coni- 
que proprement  dite. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 
ax^  -+.  Aj  i  -f.  es'  -+-  d^  t^=:  o. 
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VI.  V équation  en  ï,  a  deux  couples  de  racines  égales, 

1^  Les  deux  cônes  correspondants  aux  racines  doubles 
sont  des  cônes  proprement  dits  ^  les  surfaces  ont  en  com- 
mun une  droite,  se  touchent  en  deux  points  de  cette  droite, 
et  se  coupent  suivant  une  cubique  gauche  rencontrant  la 
droite  en  ces  deux  points. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 

2  j:2  -4-  rt ^  -4-  a»'  -h  7.djrt  =  o , 
2a:«-f-  ct^-\-  h  (az*4-2<i/f)=:o. 

2^  Un  des  cônes  est  un  cône  proprement  dit,  et  l'autre  se 
réduit  à  deux  plans  distincts;  les  deux  surfaces  se  tou- 
chent eu  trois  points  et  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes,  dont  Tune  est  un  système  de  deux  droites  et  l'au- 
tre une  conique  proprement  dite. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces. 

yt  -h  cz^  -h  d  xz  z=  Oy 

yt  -h  cz*  -4-  </,  j:z  =  o. 

3^  Les  deux  cônes  se  réduisent  à  un  système  de  deux 
plans  \  les  deux  surfaces  ont  en  commun  les  quatre  côtés 
d'un  quadrilatère  gauche,  et  se  touchent  en  quatre  points. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces. 

xjr  -4'  azt  =  o, 
xy  -^aiZt=  o. 

VIL  L'équation  en  X  a  quatre  racines  égales. 

1^  Le  cône  correspondant  à  la  racine  quadruple  est  un 
cône  proprement  dit*,  les  deux  surfaces  ont  en  commun 
une  droite,  et  se  touchent  en  un  point  unique  sur  celte 
droite;  elles  se  coupent  suivant  une  cubique  gauche  qui 
touche  la  droite  en  ce  point. 
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Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 

jct  -t-  kyz  +  HZ*  -h  bftzzzOy 
xt  -H  hyz  =  o, 

2®  Le  cône  correspondant  à  la  racine  se  réduit  à  deux 
plans  distincts;  soit  ÂB  leur  intersection. 

I.  Si  ÂB  n'appartient  pas  aux  deux  surfaces ,  un  des 
plans  touche  les  deux  surfaces  et  les  coupe  suivant  les 
deux  mêmes  droites;  l'autre  plan  les  coupe  suivant  une 
conique  touchant  AB  au  point  où  viennent  se  couper  les 
deux  droites. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces. 

y* -h  bt^-i-  2CXZ^'2dzt=ZOy 
jr»_|_  ^/S-f.  aCXZ  =0. 

n.  Si  ÂB  appartient  aux  deux  surfaces ,  les  deux  sur- 
faces ont  en  commun  deux  autres  droites  s'appuyant 
sur  AB  et  se  raccordent  suivant  ÂB. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces, 

axz  -^  byt  -+-  cz^=  o, 
axz-{-  bjrt=:  o. 

3^  Le  cône  correspondant  se  réduit  à  deux  plans  coïn- 
cidents; les  deux  surfaces  ont  en  conimun  deux  droites  si- 
tuées dans  ce  plan  et  5e  raccordent  suivant  ces  deux  droites. 

Formes  réduites  des  équations  des  deux  surfaces. 
yz-haxt-hdt*=zo^ 
yz  -h  a  xt  =z  o. 

Pour  le  cas  des  racines  nulles  et  infinies,  je  renverrai  au 
S  Vm,  où  se  trouve  le  résumé  relatif  à  ces  cas  particuliers. 

Observation.  — La  discussion  que  nous  venons  de  faire 
conduit,  en  interprétant  les  équations  dans  le  système  des 
coordonnées  tangentielles,  à  la  classification  des  déuetop- 
pables  circonscrites  k  deux  surfaces  du  second  ordre. 
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m  U  TRANSFORMATION  iSOGONALB  ET  DE  LA  TRANSFORMATION 
ISOLOGIOIIB  DBS  FIGURBS  PLANBS; 

Pak  m.  a  bel  TRANSON. 


i .  Je  traiterai  dans  cette  Note  du  mode  de  transforma- 
tion dans  lequel  à  un  point  de  la  figure  transformée  cor- 
respond un  point  de  la  figure  transformante.  On  verra 
que  ce  mode  de  transformation  se  subdivise  en  deux  au- 
tres, auxquelles  s'appliquent  naturellement  les  dénomi- 
nations de  transformation  isogonale  et  de  transforma-- 
tion  isologique. 

2.  Soient  Xy  y  les  coordonnées  d'un  point  &>  de  la 
figure  transformée^  X,  Y  celles  du  point  Q.  qui  lui  cor- 
respond dans  la  figure  transformante.  Les  formules  de 
transformation  seront 

où  cf  et  ^  représentent  des  fonctions  bien  déterminées. 
Je  supposerai  d'ailleurs  que  les  coordonnées  x  e\.jr  soient 
rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  X  et  Y. 

Cela  posé,  si  du  point  (x^jr)  on  passe  à  un  point  voisin 
(x  H-  <ir,  j  -h  dy)^  on  passera  en  même  temps  du  point 
transformant  (X»  Y)  à  un  point  voisin  correspondant 
(X  H-  rfX,  Y  -4-  <^Y)) ,  et  comme  on  a  les  relations 

dx  ^T  ^^  ^X 

si  Ton  appelle  t  le  coefficient  d'inclinai^son  —-?  et  T  le 
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coefficient  d'inclinaison  correspondante  -—9  on  aura 

^       fijc        dy 
T=  :!— . 

?  +  ?' 

On  voit  qu'à  une  valeur  de  t  correspond  une  valeur 
unique  de  T,  et  réciproquement;  d'où  l'on  peut  conclure 
immédiatement  que  si  Ton  considère  autour  du  point  o) 
quatre  points  o,  o',  ol\  o"\  qui  en  soient  infiniment  voi- 
sins; et  autour  du  point  H  les  quatre  points  infiniment 
voisins  correspondants  O,  C,  O",  O"  \  les  quatre  direc- 
tions ca)o,  tùo\  {ùo"^  (ùd^'  auront  le  même  rapport  anhar- 
monique  que  les  quatre  directions  correspondantes  Î20, 
û(y,  ft(y,  û(y'';  ce  qu'on  peut  énoncer  sous  une  forme 
phift  générale  de  U  manière  suivante  : 

THÉomàMB.  —  Un  faisceau  de  directions  issues  dn 
point  fù  et  le  faisceau  des  directions  correspondantes 
issues  du  point  Q,  sont  des  faisceaux  homographiques . 

n  résulte  de  ce  théorème  que  si  Tan  considère  à  la  fois 
no  nombre  quelconque  de  courbes  tracées  sur  la  première 
figure  et  passant  toutes  au  point  &>,  et  les  courbes  corres- 
pondantes de  la  seconde  figure  passant  toutes  au  point  A, 
le  faisceau  des  tangentes  aux  premières  en  leur  point 
commun  ea  sera  homographîque  avec  le  faisceau  des  tan- 
geaies  menées  a«x  courbes  qoi  passent  en  Cl. 


3.  Calculons  maintenant  la  tangente  de  l'angle  entre 
deux  directions  correspondantes  issues  des  points  a>  et  A; 
si  nous  supposons  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 


(  "4  ) 

la  tangente  de  cet  angle  aura  pour  expression 


—  t   €ix        \dy       dx)         dy 


dx 


Relativement  k  un  point  déterminé  (x^y')y  cette  ex- 
pression Tarie  avec  t^  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois 

dy        dx  dy       dx 

parce  qu'alors  la  tangente  en  question  a  pour  valeur 

d^ 

^' 

dx 

Lorsque  les  fonctions  cp  et  ^^  satisfont  k  ces  deux  condi- 
tions pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j*,  les  deux  fais- 
ceaux de  directions  correspondantes  issues  des  deux  points 
correspondants  ne  sont  pas  seulement  homographiques, 
ils  sont  semblables^  car  Tangle  de  deux  rayons  de  Fan 
est  égal  à  l'angle  des  rayons  correspondants  de  Fautre. 
Les  orientations  seules  des  deux  faisceaux  différent  entre 
elles;  et  précisément  elles  diil%rent  de  l'angle  dont  la  tan- 

gente  a  pour  valeur  — —■•    Il  arrive   alors  que  deux 

dx 
courbes  quelconques  de  la  figure  transformante  se  ren- 
contrent sous  le  même  angle  que  les  deux  courbes  trans- 
formées. M.  Siebeck,  dans  un  Mémoire  très-intéressant 
inséré  dans  le  Journal  de  Crelle  (iSSS),  dit  alors  que  la 
transformation  est  isogonale. 

Lorsque  la  transformation  n'est  point  isogonale,  nous 
dirons  qu'elle  est  isologique ^  pour  exprimer  le  genre 
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(l'égalité  {entre  rapports)  que  présentent  dans  cette 
circonstance  plus  générale  deux  faisceaux  correspon- 
dants. Or  il  est  digne  de  remarque  qu'une  transformation 
isologique  est  toujours  isogonale  relativement  à  des  points 
isolés  du  plan ,  lesquels  points  sont  en  nombre  limité  ou 
illimité  selon  la  nature  des  fonctions  <f  et  ^. 

Mais  remarquons  que  deux  faisceaux  peuvent  être  ho- 
mographiques  directement  ou  inversement  selon  que  les 
angles  correspondants  se  suivent  dans  le  même  sens  de 
rotation  ou  dans  un  sens  de  rotation  contraire.  De  même 
la  similitude  peut  être  directe  ou  inverse. 

Pour  trouver  les  conditions  qui  distinguent  la  simili- 
tude directe  de  la  similitude  inverse,  construisons  rela- 
tivement au  point  transformé  (x  ^  y)  la  tangente  de 
Tangle  G  entre  les  deux  directions  transformantes  Ti,  T^^ 
qni  correspondent  aux  directions  transformées  f],  /q*,  et, 
pour  simplifier,  supposons  /©  =  o.  On  trouve 

^  ^  ^  ^/  ^  /    

[di)  '^[dJcJ  '^[Tulî^'^d^dy)'' 

Or  tangG  doit  être  égale  à  zh  f i  selon  que  la  similitude 
est  directe  ou  inverse;  cela  conduit  aux  doubles  équations 

dtb    ,    d^  d^ê        dn 

dont  les  signes  supérieurs  donnent  lieu  à  deux  faisceaux 
directement,  et  les  inférieurs  à  deux  faisceaux  inverse» 
ment,  semblables. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  toute  transformation 
isologique  est  directement  isogonale  pour  tous  les  points 
déterminés  par  le  système  d'équations 

d<f       d-^  d^       d(^ 

dy         d.r  dy        dx 

Ann.  de  Maihimtit.y  ?•'  RÔri<»,  !.  Vlil.  (Mai  1869.)  l5 
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et  inversement  seoiblable  pour  les  points  qni  satisfont 
au  second  système.  Ajoutons  qu'elle  serait  isogonale  le 
long  d'une  courbe  continue  si  les  deux  équations  de  l'un 
de  ces  systèmes  rentraient  Tune  dans  Tautre. 

4.  Appelons  m  le  rapport  des  deux  éléments  corres- 
pondants (oo,  €iO\  on  verra  aisément  que  toute  courbe 
transformée  satisfaisant  à  Téquation  différentielle 

où  m  est  un  paramètre  constant,  aura  ses  éléments  dans 
un  rapport  de  longueur  constant  avec  ceux  de  la  courbe 
correspondante.  Et,  par  suite,  sur  deux  telles  courbes 
deux  arcs  finis  correspondants  auront  entre  eux  ce  même 
rapport. 

Dans  le  cas  des  transformations  isogonales,  Téquation 
ci-dessus  se  ramène  à  la  forme  suivante  : 

Et  alors,  en  égalant  à  zéro  le  premier  facteur,  on  obtient 
la  transformée  unique  qui  (pour  une  valeur  donnée  de  m) 
donne  lieu  à  la  circonstance  en  question  {*). 

5.  Dans  la  transformation  que  M.  Chasles  a  appelée 
homographie^  à  chaque  point  de  Tune  des  figures  corres- 
pond un  point  unique  de  Tautre.  Et  d'après  les  formes 
des  fonctions  ^  et  ^  qui  conviennent  à  cette  transforma- 

(*  )  Je  remarquerai  ici  que  M.  Siebech ,  dans  son  Mémoire  cité  ci- 
dessus,  a  indiqué,  à  l'occasion  de  la  transformation  isogonale,  rezistence 
de  certaines  courbes  dont  les  arcs  correspondants  ont  un  rapport  constant; 
mais  il  résout  la  question  autrement  et  sans  en  faire  aueune  application. 
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tion,  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'elle  est  isologique.  Mais, 
outre  qvk'à  un  point  de  F  une  des  figures  homo  graphiques 
correspond  un  point  de  Vautre,  il  faut  ajouter  qu'à 
chaque  droite  de  Vune  correspond  une  droite  unique  de 
Vautre. 

Ces  deux  relations,  correspondance  de  point  à  point 
et  correspondance  de  droite  à  droite,  entraînent  comme 
conséquences  toutes  les  autres  relations  descriptives  et 
aussi  toutes  les  relations  métriques  des  figures  homogra- 
phiques.  Elles  constituent  par  leur  réunion  une  défini- 
tion de  l'homographie  «  qui  a  toute  la  précision  ma- 
thématique désirable  en  ce  qu'elle  n'implique  aucune 
condition  superflue.  » 

D'abord,  puisque  l'homographie  est  une  transformation 
îsologique  et  que  de  plus  toute  droite  y  correspond  à  une 
autre  droite,  il  s'ensuit  évidemment  que  «  quatre  droites 
issues  d'un  même  point  dans  la  première  figure  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  cor- 
respondantes de  la  seconde  figure.  )> 

La  propriété  que  «  quatre  points  en  ligne  droite  dans 
une  figure  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde  figure  » 
n'est  pas  moins  évidente.  Car  si  l'on  joint  quatre  points 
situés  sur  une  droite  transformée  /  à  un  point  quel- 
conque fù  pris  extérieurement  à  cette  droite  sur  la  pre- 
mière figure,  on  déterminera  les  points  correspondants 
de  la  transformante  L  par  sa  rencontre  avec  les  quatre 
rayons  issus  de  Ù  et  correspondants  â  ceux  qui  abou- 
tissent à  ci>.  Or  le  rapport  anharmonique  des  quatre  pre- 
miers rayons  est  égal  (à  cause  de  Tisologie)  à  celui  des 
quatre  autres  \  donc  aussi  les  rapports  des  points  qu'ils 
déterminent  respectivement  sur  /  et  L  sont  égaux. 

6.  La  circonstance  que  toute  transformation  isologique 

i5. 
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est  direclement  isogonale  en  quelques  points  isolés  du  pian 
transformé  et  inversement  isogonale  en  d'autres  points, 
donne  lieu  à  une  propriété  de  l'homographie  qui  n'avait 
peut-être  pas  encore  été  remarquée.  En  effet,  les  fonc- 
tions propres  à  l'homographie  étant  les  suivantes  : 

on  verra  aisément  que  la  transformation  est  directement 
isogonale  en  un  point  unique  et  inversement  en  un  autre 
point  aussi  unique^  de  là  ce  théorème  : 

TnÉORisME.  —  Dans  deux  figures  homo graphiques 
deux  couples  de  points  particuliers  se  correspondent 
quon  pourrait  appeler  n  centres  »,  qui  sont  caractérisés 
par  la  circonstance  que  deux  segments  correspondants 
pris  à  volonté  dans  les  deux  figures,  étant  vus  Vun  et 
l^ autre  de  leurs  centres  respectifs,  y  sous-tendent  deux 
angles  égaux;  mais  tandis  que  par  rapport  aux  centres 
de  l'un  des  couples  le  sens  de  rotation  des  angles  égaux 
est  le  même,  il  est  contraire  pour  les  centres  du  second 
couple. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  directement  et  par 
des  considérations  purement  géométriques,  en  observant 
que  deux  figures  homographiques  peuvent  toujours  être 
considérées  comme  deux  figures  primitivement  déduites 
l'une  de  l'autre  par  voie  de  perspective  et  qu'on  a  ensuite 
placées  sur  un  même  plan  de  manière  a  y  occuper  deux 
situations  absolument  indépendantes  (Géométrie  supé- 
rieure, passim).  Il  suffira  donc  d'établir  l'existence  du 
théorème  en  question  par  rapport  à  deux  figures  planes 
actuellement  en  perspective  Tune  de  l'autre,  ce  qui  est 
k  la  fois  intéressant  et  facile. 

7.  X  et  Y  étant  les  fonctions  réelles  de  x  eij  ci-dessus 
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représentées  par  (p  et  ^,  soient  deux  variables  directrices 

z  =  x-hify     Z  =  X-|-iY, 

on  peut  dire  avec  Gaucby  que  Z  est  une  fonction  de  z, 
puisqu'une  valeur  déterminée  de  z  détermine  un  système 
unique  de  valeurs  pour  x  et  j^  et  par  suite  une  valeur 
déterminée  aussi  pour  Z.  D'ailleurs  en  construisant  la 

dérivée  de  Z,  c'est-à-dire  le  rapport  différentiel  —  »  on 
trouve  pour  sa  valeur 


djT       dy  (ix 


\€lx         dy  dx] 


Cette  valeur  est  indépendante  de  -j-  lorsqu'on  a  à  la 
fois 

dy        dx  dy        dx 

et  alors  la  dérivée  de  Z  est,  comme  Z  elle-même,  une 
fonction  bien  déterminée  de  z  ;  au  lieu  que  si  ces  condi- 
lions  ne  sont  pas  remplies  la  dérivée  de  Z  dépend  à  la 

fois  de  z  et  du  rapport  —-• 

Dans  le  premier  cas,  Caucliy  appelle  la  fonction  mo- 
Hogène,  et  dans  le  second  il  dit  qu'elle  est  non  mo^ 
nogène. 

Jusqu'à  ce  grand  géomètre,  on  n'avait  pas  eu  cette  idée 
de  fonctions  non  monogènes *,  et  lui-même,  après  avoir 
établi  cette  distinction ,  n'a  considéré  que  les  fonctions 
monogènes  dans  sa  belle  tbéorie  des  intégrales  déGnies. 
Mais  la  relation  générale  ci-dessus  indiquée  entre  Z  et  ^, 
quels  que  soient  9  et  <|/,  n'en  est  pas  moins,  conformé- 
ment au  véritable  sens  mathématique  des  mots,  une  rela- 
tion de  fonction  à  variable*,  et  on  voit  par  les  lois  de  la 
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transformation  des  figures  que  les  fonctions  non  moDo- 
gènes  peuvent  prendre  place  dans  la  science  aussi  légiti- 
mement que  les  fonctions  monogènes,  puisque  si  les  unes 
donnent  lieu  à  des  transformations  isogonales,  les  autres 
donnent  naissance  à  des  transformations  isologiques. 

DÈTBRHNATION  DES  FOYERS  DANS  LIS  CONIQOBS^ 

Par   m.    de  SAIIHT-GERMAIN» 

Répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


La  définition  la  plus  élémentaire  des  foyers  consiste  a 
les  regarder  comme  des  points  dont  la  distance  à  un  point 
quelconque  de  la  conique  s'exprime  par  une  fonction  ra- 
tionnelle et  linéaire  de  ses  coordonnées.  Il  s'ensuit  qu'on 
détermine  les  coordonnées  a,  |3  de  ces  points  en  identifiant 
l'équation 

(:r  —  a)»-4- (jr— p)»4- 2{x  ~  a)(^  —  P)cosô  —  (ma:  + /ir-f-/?)'=:o, 

avec  l'équation  de  la  courbe 

/(x^X)=:  Ax^-h  2Bxy  -hCjr^-h  aDx -h  2E/ H- F  =  o. 

Cette  identification  est  facilitée  d'une  manière  assez 
remarquable  en  remplaçant  x  par  X  -h  a,  y  par  Y  H-/3. 
On  aura  alors 

AX»-<-  2BXY  -h  CT>  H-  X/:  (a,  P)  -h  Y/;  (a,  p)  -h/(a,  p) 
-4-X(X^-4-Y*+2XYcos«)=:À(/iiXH-/ïY-h/wa-h#ip4-A/)S 

ou,  en  posant 

/;=2D„     /;=:t%,    /(a,p)rr:F., 
m^\=.mxy     m^\=:nif     y^i(ma  4- «p -h /?)  =/?,  : 

AX^-+-  2BXY  H-  CY'-+-  2D,  X  H-  2E,Y  +  F, 


^''       *         •  ■  X(X'  -h  Y'  4-  2XY  cosô)  =  (m,  X  -h  n,  Y  -I-/Î.)'. 


(  >30 
On  îdenliûe  les  deux  membres,  ce  qui  donne  d^ abord 


/«,  =r  ^A  -4-  >  ,        «,  =  y'C  -f-  A  ,       py=z  y'F, , 

et,  par  suite, 

(   B  -4-  À cos9  =  v^A-4-X  ^C-+->, 
(2)  1  D.  =  V^F;VÂTi, 


E,  =  v^F.  v^C-f-)L. 

L'élimination  de  X  se  fait  sans  peine.  Si  Ton  retranche  la 
deuxième  de  la  troisième  équation  après  les  avoir  élevées 
au  carré,  on  a 

(3)  EÎ-DÎ  =  (C-A)F.. 

Eu  les  multipliant,  on  a 


(4) 


E,  D,  =  F.  VA  4-X  VC  -^  ^  =  (B  -*-  ^ co»^)  Fi. 

Si  Ton  y  remplace  X  par  sa  valeur  tirée  de  la  deuxième  ou 
de  la  troisième  des  équations  (2),  on  a  Tune  ou  l'autre 
des  équations 

DJ  cosOr=(Acose  —  B)F, +  E,D„ 
EJ  cosG=  (Ccosô  — B)F, -»-E,D,. 

L'équation  (3)  et  Tune  des  équations  (4)  déterminent 
les  foyers.  Elles  donnent  une  démonstration  très-simple 
d'une  propriété  bien  connue  des  foyers.  Le  système  des 
tangentes  menées  d'un  point  (a,  P)  à  la  conique  est  repré- 
senté par  Téquation 

{  Ajc*  -H  2 Bxr  H-  Cj*  -f-  20*  -h  2 E7  -f-  F)  F, 
=  {D,ar-+-E,^  -4-Da-f-Ep-4-F)». 

Si  Ton  exprime  que  ce  système  a  les  caractères  analy- 
tiques du  cercle,  on  retrouve  précisément  les  équations  (3) 
et  (4)*  Donc  on  peut  dire  sans  difficulté  que  les  foyers 
sont  des  points  tels,  que  le  système  des  tangentes  menées 


(  a3a  ) 

de  ces  points  à  la  courbe  ont  les  caractères  analytiques  du 
cercle,  et  plus  rapidement  que  ce  sont  les  centres  de  cercles 
évanouissants,  bi tangents  à  la  conique. 

En  prenant  la  racine  carrée  du  premier  membre  de 
Téquation  (i),  on  a  Téquation  de  la  directrice,  polaire  du 
point  («,  /3), 


X  v/A  -+-  X  -h  Y  v/C  H-  À  4-  v/F.  =  G, 


ou,  remplaçant  X  par  x  —  a,  Y  par  y —  jS,  ^A  4-  ?•  par 

-cD, -h  j-E,  -+-  Da-4-Ep4-F  — o. 

Si  les  axes  coordonnés  sont  parallèles  aux  axes  de  la 
courbe,  les  équations  (3)  et  (4)  deviennent 

DÎ-Eîr=(A-C)F.,      E.D.-o, 

et  il  est  facile  d'en  déduire  que,  dans  les  courbes  à  centre, 
les  foyers  sont  l\  rinteréection  des  deux  axes  de  la  courbe 
et  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  les  mêmes  axes  en 
direction.  Dans  la  parabole,  les  deux  équations  ne  repré- 
sentent que  chacune  une  droite,  il  n'y  a  qu'un  foyer  à  dis- 
tance finie.  Un  système  de  deux  parallèles  n'a  plus  de 
foyers,  à  moins  d'être  confondues  :  alors  chaque  point  de 
cette  droite  double  est  un  foyer. 


PROBLÈMES  DE  GÉOlÉTRiE^ 

Pau  m.  MOREL, 

Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  Répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


Mener  entre  deux  droites  une  tangente  à  un  cercle, 
lie  telle  manière  quelle  soit  partagée  en  deux  parties 
égales  par  le  point  de  contact. 


(  a33  ) 
Je  prends  pour  axes  les  deux  droites  données.  Je  joins 
rorigine  A  au  point  de  contact  inconnu  C(,r',  y')^  et  je 
mène  la  ligne  AB  parallèle  à  la  tangente  ED  {Jig'  i)* 

Fig.   I. 


^--5. 


D'après  la  définition  même  des  faisceaux  harmoniques, 
les  lignes  AC  et  AB  sont  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port aux  axes;  leurs  équations  sont  donc 


(2) 


y  —  kx  z=zo     pour  AC, 
y  -^^  kx-=io     pour  A B. 


L'équation  du  cercle  est 

Le  point  (x\  y)  étant  sur  le  cercle,  ses  coordonnées 
doivent  satisfaire  à  Téquation  de  ce  cercle,  et  aussi  à 
l'équation  (i),  puisquMl  est  sur  la  droite  AC. 

La  droite  passant  par  le  point  0(ol^  (3)  et  par  le  point 
(x',  j')  devra  être  perpendiculaire  à  la  droite  ED,  et,  par 
suite,  à  la  parallèle  AB.  On  devra  donc  avoir 


i  -    X 


(  a34  ) 
On  en  déduit  pour  k  la  valeur 

^r'—  ?-*-(•»?'  —  a)cosO' 
Portant  cette  valeur  de  Ar  dans  Tëquation 

on  trouve  que  le  point  (x',  y')  doit  être  tel,  que  ses  coor- 
données satisfassent  à  Téquation 

r^'  — x*--j(P  -4-acoSÔ)-+-Jt(a-4-pcoS0)=:O. 

Cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole  équilatère  qui 
passe  par  l*origine,  par  le  centre  du  cercle,  et  par  les  pro- 
jections orthogonales  du  centre  sur  les  axes. 

Les  asymptotes  sont  parallèles  aux  droites  représentées 
par  l'équation 

y^  —  .r'  =  o, 

c'est-à-dire  parallèles  aux  deux  bissectrices  des  angles 
des  axes. 

Cherchons  le  centre  de  cette  hyperbole.  On  a 

/y  =  2J^  — (p-i-aCOSÔ)  =0, 
/^  =  2J:  —  (a  -f-  P  COSÔ)  =  O. 

Donc  si  par  les  milieux  des  segments  interceptés  sur 
chacun  des  axes,  on  mène  une  parallèle  à  Fautre,  on  a  ud 
diamètre,  qui  est  conjugué  de  la  direction  du  premier  axe. 
Il  en  résulte  que  la  ligne  qui  joint  les  projections  du 
centre  sur  les  axes  est  toujours  un  diamètre.  On  peut  donc 
facilement  trouver  et  construire  cette  hyperbole.  Les 
points  de  rencontre  de  cette  hyperbole  avec  le  cercle  donné 
détermineront  le  point  C  cherché. 

Cherchons  la  condition  pour  que  celte  équation  repré- 


(a35) 
sente  deux  droites.  On  sait  qu'une  courbe  dont  Téquation 

représentera  deux  lignes  droites  si  Ton  a  entre  les  coef- 
ficients la  relation 

AE»-f-  CD»  -h  FB'  —  BDE  —  4ACF  z=  o. 
Nous  aurons  donc  ici,  puisque  B  et  F  sont  nuls, 

(a  -f-  p  cosO)'  —  (P  4-  a  cosô)»  =  o. 
En  développant,  il  vient 

(a»—  p»)8in^0  =  o, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  a  =  d=  P,  c'est-à-dire  si 
le  centre  du  cercle  est  sur  Tune  des  bissectrices  des  deux 
axes.  Dans  te  cas,  en  effet,  Téquation  devient,  si  Ton 
suppose  d'abord  a  =  |3, 

j^»—  a:"—  (7  —  x)  (a  4-  acosO)  =  o,  • 

ce  qui  donne 

X — x  =  o     et     j -h  Jf  —  a(i -h  cos9)  =  u. 

Si  «  r=  —  p,  on  aura 

^      ^»-.x»-.(/-f.x)(p-pcos9)  =  o, 
ou 

7-f-a:  =  0,     j^  — a:  =  P(i  —  cosO). 


Étant  donnés  deux  points  A  el  B  {fig>  2)  dans  le 
plan  d^un  cercle  O,  irom^er  sur  le  cercle  le  point  C  tel, 
que  AC-hCB  soit  un  minimum,  (Ce  problème  sert  à  déter- 
miner la  position  du  point  brillant  d'une  sphère  donnéct 
lorsque  le  point  lumineux  et  Toeil  sont  aussi  donnés.) 


(  »36) 
Supposons  le  problème  résolu,  je  mène  la  uiigente  au 
point  C:  alors,  d'après  un  théorème  connu,  Tangle  ÂCD 
est  égal  à  Tangle  BCE. 

Fig.  2. 

A 

\ 


\         .\ 


Je  prolonge  la  ligne  BC  jusqu'au  point  F,  où  elle  ren- 
contre  la  circonférence,  et  je  mène  la  tangente  FD^  de 
même  je  prolonge  la  ligne  AC  jusqu'au  point  H,  et  je 
mène  la  tangente  HE;  les  deux  triangles  isocèles  DFC  et 
CF2H  sont  égaux,  puisque  l'angle  ECH  étant  égal  à 
l'angle  DGF,  la  corde  CH  est  égale  à  la  corde  CF  ;  donc 
on  a  DC  =  CE. 

Mais  par  le  point  D  passe  la  polaire  du  point  R,  ligne 
complètement  déterminée:  il  en  est  de  même  de  EK^ 
donc  le  problème  revient  au  suivant  :  mener  entre  deux 
droites  données  une  tangente  à  un  cercle,  de  telle  ma- 
nière quelle  soit  partagée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  de  contact» 
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S0U1TIM8  DE  QDESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  905 

(foir  a'férU,  i.  VIII,  p.  46); 

Par. M.  VALABREGUE, 

Élôve  à  Sainte-Barbe. 

On  donne  une  ellipse  et  ses  deux  foyers  F  et  G  (*)•, 
deux  droites  touchent  cette  ellipse  aux  points  M  ef  N 
et  se  coupent  en  T  :  démontrer  la  relation 

•  Tf'  TG* 


MF-NF^MG-NG 

(Làgvbrre.) 

D'après  un  théorème  connu,  on  a  les  relations 

MFT  =  TFN ,     MGT  =  TGN ,     MTF  =  NTG  ; 

or  on  a 

TF  _  sinTMF 

MF  ""sinMTF' 

TF       sinTNF 


donc 


NF       sinFTN' 
TF*  sinTMF  XsinTNF 


MF  X  N  F  ""  sin  MTF  X  sin  FTN 
Pour  avoir  le  rapport  rj^^ r|^>  il  me  suffirait  de  cban- 


(*)  Le  lectear  est  prié  de  faire  la  figure. 
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ger  TMF  en  tt  —  TMF,  et  TNF  en  tt  —  TNF,  ce  qui 
ne  changerait  pas  les  sinus;  donc. ... 

c.    Q.    F.    D. 

Note,  —  Ont  réBOlu  U  même  qoestion  :  MM.  A.  G.,  étudiant  en  méde- 
cine; Thomas  de  Margam,  Taibach;  Henri  Lei,  à  Lorres;  Willière; 
Alfred  Giard;  Maurice  Aourt,  élève  au  collège  de  Blaye;  Louis  Coquet, 
mattre  répétiteur  au  lycée  de  Bordeaux;  Brocard,  lieutenant  du  Génie; 
Paul  Endrès,  élève  au  lycée  de  Douai  ;  Gbadu,  maître  répétiteur  au  lycée 
de  Bordeaux  ;  Jannsen  ;  Morel,  répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


Question  914. 

(  Toir  a*  térle ,  t.  VIIl ,  p.  48  )  ( 

Par  m.  MOREL, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  Répétiteur  à  Sainte-Barbe. 

La  formule  ax  -h  b,  où  a  et  b  sont  premiers  entre 
eux  s  ne  renferme  que  des  nombres  premiers  à  m, 
si  tous  les  diifiseurs  premiers  de  m  diwent  a.  Mais, 
si  m  a  des  diviseurs  premiers  p^  Çf  ''^  • .  •  >  qui  ne  divisent 
pas  a,  sur  m  nombres  consécutifs  compris  dans  ax  H-  i, 
en  posant 

xrra,      a -h  I , ,  .  .  ,      a  ^- m  —  I, 

il  y  aura 

-('-7^)(^)(^)- 

nombres  premiers  à  m.  (Le  Bbsgue.) 

La  première  partie  de  ce  théorème  est  évidente,  puis- 
que si  or  +  i  et  m  admettaient  un  facteur  premier  com- 
mun, ce  facteur  premier,  divisant  a  et  ox  +  &,  devrait 
diviser  ft,  ce  qui  est  contre  Fhypothèse. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie,  je  vais  d'abord  éta- 
blir le  lemme  suivant  : 


Si  Ton  a  p  nombres  en  progression  arithmétique  doni 
la  raison  ;*  est  première  avec  ^,  il  y  a  un  de  ces  nombres, 
et  un  seul ,  qui  est  divisible  par  p. 

Pour  démontrer  ce  lemme,  on  démontre  que  deux 
restes  ne  peuvent  pas  être  égaux,  puisque  si  Ton  avait 

a -^  nr  =  mp -^  OL,      a -\- n' r  z=z  mp -{- a j 

on  aurait 

(n  —  /î')  ri=  mp^ 

oii  ret  p  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux,  ce  qui  est 
contre  Thypothèse.  On  a  donc  p  restes  différents  infé- 
rieurs à  p  \  donc  l'un  d'eux  est  nécessairement  o. 

Cela  posé,  on  voit  que  Texpression  ax  -h  b  peut  être 
considérée  comme  un  terme  d'une  progression  arithmé- 
tique dont  la  raison  est  a.  Comme  j'ai  m  termes  consé- 
cutifs de  cette  progression,  je  puis  les  séparer  en  — 
groupes  de  p  termes^  dans  chacun  de  ces  groupes,  il  y 
aura  un  terme  divisible  par  ;?;  il  y  aura  donc  —  termes 

divisibles  par  p^  et  par  conséquent  —  (p  —  i)  qui  ne  se- 
ront pas  divisibles  par;?,  et  qui,  par  suite  de  la  première 
partie,  seront  premiers  avec  /n,  si  p  est  le  seul  facteur 
de  m  qui  ne  divise  pas  a. 
Si  l'on  suppose  deux   facteurs  p   et  q  ne  divisant 

pas  a,  le  nombre  des  termes  divisibles  par  q  sera  —  ; 
sur  ce  nombre,  il  faut  prendre  ceux  qui  sont  divisibles 
aussi  par  £?,  dont  le  nombre  est  — ;  il  reste  donc,  dans 

les  —  (;;  —  i)  nombres  restants,  —  (p  —  i)  nombres  di- 
visibles  par  f ,  et  par  suite  il  y  en  a  m qui 
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ne  sont  divisibles  ni  par  p  ni  par  q^  et  sont  dès  lors  pre- 
miers avec  m,  c.  q.  f.  n. 

On  continuerait  de  même  le  raisonnement  pour  un 
plus  grand  nombre  de  facteurs. 

Noie.  —  Nous  avons  reçu  trop  tard  pour  Tinsérer  une  autre  soloiion 
très-simple  de  M.  Netto,  étudiant  en  mathématiques,  à  Berlin. 

QUESTIONS. 

933.  Trouver  le  lieu  du  centre  d^une  ellipse  de  gran- 
deur constante  dont  le  périmètre  passe  par  un  point  fixe, 
et  dont  Taxe  focal  passe  par  un  autre  point  fixe. 

Discuter  la  forme  du  lieu  lorsque  la  distance  des  points 
fixes  varie  de  zéro  à  Tinfini. 

Ce  lieu  peut  être  obtenu  en  projetant  sur  les  tan- 
gentes d'une  ellipse  auxiliaire  le  point  fixe  par  lequel 
passe  Taxe  focal  de  rdlipse  mobile.  (J.-Ce.  Dupàin.) 

934.  Les  centres  de  courbure  d'une  spirale  d'Archî- 
mède  qui  correspondent  à  des  points  situés  sur  un  même 
rayon  vecteur  appartiennent  i  une  même  ellipse. 

(G.  FOUKET.) 

935.  Etant  données  sur  un  pUn  deux  figures  com- 
posées :  Tune  du  point  O  et  des  droites  A  et  B  ;  Tautre  du 
point  O'  et  des  droites  A'  et  B',  mener  par  chacun  des 
points  donnés  une  transversale  telle,  que  les  segments  com- 
pris sur  Tune  entre  le  point  O  et  les  droites  A  et  B  soient 
égaux  aux  segments  compris  sur  l'autre  entre  le  point  0' 
et  les  droites  A'  et  B'. 

Même  problème  en  remplaçant  dans  chaque  figure  les 
droites  par  des  circonférences  passant  par  le  point  donné. 

(G.  FOBRET.) 


{  ^4i  ) 
SUR  LES  PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  L'HYDROSTATIQUE; 

Par  m.  J.  MOUTIER. 


1.  Déjinitiofis ,  —  Soil  un  liquide  contenu  dans  un 
vase  fermé  par  un  piston  mobile  -,  si  Ton  exerce  normale- 
ment un  effort  déterminé  sur  la  base  du  piston,  le  piston 
se  fixe  dans  une  position  d'équilibre.  La  force  applit|uée 
normalement  à  la  base  du  piston  sera,  par  définition,  la 
pression  exercée  su»  le  liquide  en  équilibre  par  le  piston  ; 
la  pression  du  liquide  sur  la  base  du  piston  sera,  égale- 
ment par  définition,  une  force  égale  et  contraire  à  la 
première  {*). 

Une  paroi  plane  quelconque  S  appartenant  au  vase 
peut  être  assimilée  à  la  base  du  piston  mobile  et  sup- 
porte une  pression  P,  qui,  par  définition,  est  normale  à 
cette  surface.  Une  force  égale  et  contraire  à  P  représente 
Teffort  qu'il  faudrait  exercer  normalement  sur  la  surface  S 
pour  maintenir  en  équilibre  cette  paroi  supposée  libre. 

On  ne  sait  à  priori  comment  cette  pression  P  est  ré- 
partie sur  la  surface  S.  Si  cette  pression  était  répartie 
uniformément  sur  la  surface  S,  la  pression  sur  Tunité  de 


(*)  On  dit  quelquefois  que  si  la  pression  exercée  par  un  liquide  en 
équilibre  sur  une  paroi  n'était  pas  normale  à  la  paroi,  elle  pourrait  se 
décomposer  en  deux  autres,  l'une  normale,  Tautre  tangente  à  la  paroi,  et 
que  cette  dernière  composante  aurait  pour  effet  de  déplacer  les  molécules 
liquides.  Quelle  que  soit  la  forme  du  raisonnement  employé,  on  ne  peut 
démontrer  que  la  pression  est  normale  à  la  paroi,  qu'après  avoir  défini 
préalablement  la  pression  exercée  par  un  liquide  en  équilibre.  La  notion 
de  pression  s'acquiert,  il  est  rrai,  très-facilement,  mais  une  définition 
précise  de  la  pression  n'en  est  pas  moins  indispensable,  lorsqu'on  se 
propose  d'établir  des  théorèmes  sur  les  pressions.  La  définition  adoptée 
ici  est  indépendante  de  toute  hypothèse  sur  la  constitution  des  fluides. 
Ann.  de  Mathémat.y  a®  série,  t.  Vlli.  (Juin  1869.)  16 
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;    niiplif 


P 

surface  serait  -  -,  quelle  que  soit  la  distribution  de  la 


P 

pression  P  sur  la  surface  S,  r-  est  la  pression  supportée 

eu  moyenne  par  l'unité  de  surface,  et  s'appellera  la  pres- 
sion moyenne  sur  Tunité  de  surface  de  la  paroi  S,  ou, 
d'une  manière  abrégée,  la  pression  moyenne  sur  la  pa- 
roi S. 

Si  Ton  conçoit  que  Taire  de  la  paroi  S  diminue  indé- 
finiment autour  d'un  point  M,  la  pression  moyenne  tend 
vers  une  certaine  limite,  que  nous  appellerons  la  pres- 
sion sur  l'unité  de  surface  au  point  M,  ou,  plus  simple- 
ment, la  pression  au  point  M.  Un  point  ne  peut  sup- 
porter de  pression  ;  mais  on  peut  concevoir  un  élément 
géométrique  superficiel  a>  autour  du  point  M,  cet  élé- 
ment supporte  une  pression  p  que  Ton  peut  appeler  la 
pression  élémentaire,  et  on  peut  écrire  indistinctement 

pour  la  pression  au  point  M  :  Lim  (  -  j  ou  -•  Par  abré- 
viation, nous  représenterons  également  la  pression  en 
un  point  par  cj  et  nous  écrirons  indistinctement 


Lim 


(s)      <. 


La  définition  précédente  s'étend  à  un  point  pris  sur 
une  paroi  courbe;  l'élément  o)  appartient  alors  au  plan 
tangent  à  la  paroi  au  point  considéré. 

La  même  définition  s'étend  également  aux  points  pris 
à  Tintérieur  du  liquide;  il  suffit  d'imaginer  une  surface 
passant  par  le  point  pris  à  l'intérieur  du  liquide,  le  par- 
tageant en  deux  parties,  et  de  considérer  le  point  en  ques- 
tion comme  appartenant  à  cette  paroi. 

2.  Le  but  principal  de  l'hydrostatique  est  de  déter- 
miner les  relations  qui  existent  entre  les  pressions  aux 
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divers  points  de  la  paroi  ou  de  rintérieur  du  liquide,  et 
les  forces  qui  agissent  sur  le  liquide;  nous  considérerons 
d'abord  les  liquides  soumis  uuiquement  à  Faction  de  la 
pesanteur. 

La  théorie  de  l'équilibre  des  liquides  pesants  peut  se 
déduire  tout  entière  d'une  remarque  fort  ancienne,  qui 
sert  i  établir  dans  tous  les  Traités  de  Physique  le  prin- 
cipe d'Archimède  : 

Si  ton  considère  une  portion  quelconque  du  liquide 
en  équilibre  j  les  pressions  exercées  par  le  liquide  enw- 
ronnant  sur  les  dii^ers  éléments  de  la  surface  qui  limite 
cette  masse  liquide  font  équilibre  au  poids  du  liquide. 

On  peut  déduire  de  là  tous  les  principes  de  Fhydro- 
statique,  en  choisissant  convenablement  la  forme  de  la 
masse  liquide  en  équilibre. 

3.  Imaginons  un  filet  cylindrique,  c'est-à-dire  un  cy- 
lindre dont  les  dimensions  transversales  soient  infini- 
ment petites  par  rapport  aux  dimensions  longitudinales, 

Fig.   1. 


,.^r  ^' 


et  supposons  ce  cylindre  limité  par  deux  plans  inclinés 
d'une  manière  quelconque  par  rapport  aux  génératrices. 
Soient  co,  o>'  les  deux  bases  du  filet  cylindrique  (fig*  i)\ 

i6. 
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p^  p'  les  pressions  qu'elles  supportent  de  la  part  du  liquide 
environnant,  et  q  le  poids  du  liquide  renfermé  à  Tinté- 
rieur  du  filet. 

Les  pressions  exercées  par  le  liquide  environnant  5ur 
les  bases  o),  tù'  et  sur  les  divers  éléments  de  la  surface 
latérale  du  cylindre  font  équilibre  au  poids  du  liquide. 
D'après  un  théorème  de  mécanique  bien  connu,  la 
somme  algébrique  des  projections  des  forces  de  ce  sys- 
tème en  équilibre  sur  une  direction  quelconque  est  nulle; 
or,  si  Ton  prend  pour  direction  celle  des  génératrices  du 
cylindre,  toutes  les  pressions  élémentaires  relatives  à  la 
surface  latérale  du  cylindre  ont  des  projections  nulles  sur 
cette  direction,  la  somme  algébrique  des  projections  des 
trois  forces  p^  p\  7  sur  cette  direction  est  donc  nulle. 
Par  suite,  si  Ton  appelle  a,  a',  S,  les  angles  aigus  formés 
par  ces  trois  forces  avec  une  direction  parallèle  aux  géné- 
ratrices du  cylindre,  on  a,  en  tenant  compte  de  la  direc- 
tion des  forces, 

p cosa  -h  q cos6  —  />'  cosa'  =  o. 

Le  volume  du  filet  cylindrique  est  égal  au  volume  d  un 
cylindre  ayant  pour  base  la  section  droite  a  du  filet  ei 
pour  hauteur  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  gravité  A,  A' 
des  deux  bases,  et  qui  est  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre.  Si  Ton  désigne  par  d  le  poids  de  Tunilé  de 
volume  du  liquide  supposé  homogène, 

q  =1  (rld. 

D'ailleurs  la  section  droite  «du  filet  peut  être  considérée 
comme  la  projection  de  Tune  ou  Tautre  des  bases  co,  o)', 
et,  d'après  une  propriété  géométrique* bien  connue, 

(7  =  ft>C0Sa,      (T=:w'cosa'. 

Si  Ton  reporte  dans  la  première  équation  les  valeurs 
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(le  q^  cos  a,  cos  a\  ou  obtienl,  après  réduction  évidente^ 

~  =  -  -f-/cos6.rf. 

Or  /cosS  est  la  différence  de  niveau  des  points  A,  A';  en 
la  désignant  par  z,  il  vient  dé6 ni tivement 

(I)  ^=.^+z^, 

P'  ,  P 

OU  encore,  en  posant  ^  r=:  cj  ,     -  =  w, 

4.  Plusieurs  conséquences  se  déduisent  de  cette  rela- 
tion : 

i**  Le  rapport  ^  =  cr'  est  indépeudaut  de  la  direction 

de  l'élément  &>';  par  suite,  la  pression  au  point  A'  est  in- 
dépendante de  Torientation  de  Félément  co'.  Ainsi,  en 
général,  la  pression  en  un  point  pris  à  Tintérieur  du 
liquide  en  équilibre  est  indépendante  de  Torientation  de 
Télément  que  Ton  suppose  mené  par  ce  point-,  en  d'autres 
termes,  la  pression  supportée  par  un  élément  de  surface 
pris  à  l'intérieur  d'un  liquide  en  équilibre  est  indépen- 
dante de  l'orientation  de  cet  élément. 

a^  La  différence  des  pressions  en  deux  points  pris  à 
Tintérieur  d'un  liquide  est  égale  au  poids  d'une  colonne 
liquide,  ayant  pour  base  l'unité  de  surface  et  pour  hau- 
teur la  différence  de  niveau  des  deux  points. 

3^  La  pression  est  la  même  en  deux  points  d'un  même 
plan  horizontal. 

4°  Si  l'on  appelle  surface  de  niveau  le  lieu  géométrique 
des  points  où  la  pression  est  la  même,  dans  un  liquide 
pesant  en  équilibre,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans 
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horizontaux.  En  effet,  pour  deux  poinls  d^une  même  sur- 
face de  niveau  on  a  par  définition  us'  =  is]  d'après  la 
relation  (i),  la  différence  de  niveau  z  des  deux  points 
doit  être  nulle.  . 

Ces  diverses  conséquences  de  la  relation  (i)  peuvent 
s^énoncer  de  plusieurs  autres  manières.  Supposons  par 
exemple  les  deux  éléments  w,  w'  égaux  entre  eux, 

p'  =:p  -h  tazd. 

On  voit  que  la  différence  des  pressions  supportées  par 
deux  éléments  égaux  menés  à  Tintérieur  du  liquide  est 
égale  au  poids  d'une  colonne  liquide  ayant  pour  base  Tun 
des  éléments  et  pour  hauteur  la  différence  de  niveau  des 
deux  éléments,  et  par  suite  deux  éléments  égaux  pris 
sur  un  même  plan  horizontal  supportent  des  pressions 
égales. 

5.  La  relation  (i)  peut  s'étendre  aisément  au  cas  où  la 
ligne  ÂA',  qui  joint  deux  points  quelconques,  n'est  pas 
située  entièrement  à  l'intérieur  du  liquide.  Dans  ce  cas, 
on  peut  toujours  aller  du  point  A  au  point  A',  en  suivant 
une  ligne  brisée  entièrement  située  à  l'intérieur  du  li- 
quide; il  suflSt  alors  d'écrire  la  relation  (i)  pour  les 
sommets  successifs  de  ce  contour  polygonal  pour  généra- 
liser cette  relation. 

6.  Une  relation  analogue  s'applique  à  deux  parois 
planes  finies  situées  d'une  manière  quelconque  dans  le 
liquide. 

Considérons  en  effet  une  paroi  plane  S  et  sur  celle 
paroi  un  élément  superficiel  a>  supportant  la  pression  p'-^ 
imaginons  un  plan  horizontal  arbitraire  xj  mené  à  Tin- 
térieur  du  liquide,  et  appelons  tj  la  pression  en  un  point 
de  ce  plan,  z  la  distance  do  l'élément  w  au  plan  Jn- 
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D'après  la  relation  (i) 

OU 

p  zrz  xatù  -h  tald. 

Les  pressions  élémentaires  p  ont  une  résultante  P  égale 

à  leur  somme  : 

P  =  ojS  -h  d-LfùZ. 

Or,  si  Ton  appelle  Z  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  la  surface  S  au  plan  xy^  on  sait  que 


2w«  =  SZ, 

et  par  suite 

P  ^  oS  -4-  rfSZ, 

ou 

l^-..^Zd. 

Si  Ton  appelle  P'  la  pression  supportée  par  une  se- 
conde paroi  plane  d'étendue  S',  dont  le  centre  de  gravité 
soit  à  une  distance  Z'  du  plan  x^,  on  a  de  même 

P' 

et,  en  éliminant  o  entre  ces  deux  relations, 
P'       P 

Cette  relation  a  la  même  forme  que  la  première  et 
conduit,  par  conséquent,  à  des  conséquences  analogues*, 
la  pression  en  un  point  est  remplacée  ici  par  la  pression 
moyenne  sur  l'unité  de  surface. 

7.  Si  Ton  suppose  les  centres  de  gravité  des  deux  pa- 
rois planes  situés  sur  un  même  plan  horizontal,  ou  si 
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Ion  uéglige  la  difierence  de  pression  due  à  la  diflerence 
de  niveau  Z  —  Z',  la  relation  (  a)  se  réduit  à 

?!— ? 

S'  ~S* 

Les  pressions  exercées  par  le  liquide  sont  proportion- 
nelles aux  surfaces  :  c'est  le  principe  de  Pascal,  ou  de  la 
transmission  des  pressions. 

Pascal  l'énonce  ainsi,  au  commencement  du  second 
chapitre  du  Traité  de  V équilibre  des  liqueurs:  «  Si  un 
vaisseau  plein  d'eau,  clos  de  toutes  parts,  a  deux  ouver- 
tures, Tune  centuple  de  Tautre;  en  mettant  à  chacune  un 
piston  qui  lui  soit  juste,  un  homme  poussant  le  petit 
piston  égalera  la  force  de  cent  hommes  qui  pousseront 
celui  qui  est  cent  fois  plus  large  et  en  surmontera  quatre- 
vingt-dix-neuf. 

»  Et,  quelque  proportion  qu'aient  ces  ouvertures,  si 
les  forces  qu'on  mettra  sur  les  pistons  sont  comme  le» 
ouvertures,  elles  seront  en  équilibre.  D'où  il  paraît  qu'un 
vaisseau  plein  d'eau  est  un  nouveau  principe  de  méca- 
nique et  une  machine  nouvelle  pour  multiplier  les  forces 
à  tel  degré  que  l'on  voudra....  )> 

La  mesure  directe  des  forces  P,  P'  ne  peut  être  réalisée 
expérimentalement  à  cause  des  frottements  considérables 
des  pistons  contre  les  parois  des  tuyaux;  aussi  Pascal 
fait-il  suivre  de  trois  démonstrations  théoriques  l'énoncé 
du  principe  qui  lui  sert  à  expliquer  les  propriétés  des 
liquides  en  équilibre. 

«  Et  l'on  doit  admirer  qu'il  se  rencontre  en  celte  ma- 
chine nouvelle  cet  ordre  constant  qui  se  trouve  en  toutes 
les  anciennes,  savoir:  le  levier,  le  tour,  la  vis  sans  fin,  et 
(|ui  est,  que  le  chemin  est  augmenté  en  même  proportion 
que  la  force...  »  A  Tcxemple  de  Galilée,  Pascal  applique 
ici  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  sur  lequel  Lagrange 
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a  élaUî  plus  tard  l'hydrostatique  tout  entière.   Pascal 
donne  ensuite  une  seconde  démonstration  :  a  On  peut 
encore  ajouter,  pour  plus  grand  éclaircissement,...  »  et 
bientôt  une  troisième  :  a  Voici  encore  une  preuve  qui  ne 

peut  être  entendue  que  par  les  seuls  géomètres )> 

On  voit,  d*après  ce  qui  précède,  que  le  principe  de 
Pascal  peut  également  se  déduire  des  considérations  sim- 
ples sur  lesquelles  on  s'appuie  ordinairement  pour  établir 
le  principe  d'Ârchimède.  Les  raisonnements  précédents 
s'appliquent  à  la  fois  aux  liquides  et  aux  gaz  en  équilibre; 
les  liquide^  peuvent  être  terminés  par  une  surface  libre. 

8.  Surface  libre  d^tin  liquide  pesant,  —  Si  le  vide 
est  fait  au-dessus  du  liquide,  la  pression  est  nulle  en  tous' 
les  points  de  sa  surface;  si  le  liquide  supporte  la  pres- 
sion constante  de  l'atmosphère,  la  pression  est  supposée 
la  même  en  tous  les  points  de  la  surface  libre,  et  dans 
ces  deux  cas  la  surface  libre  est  une  surfacç  de  niveau,  et, 
par  suite,  elle  est  horizontale  (n^  4).  Cette  propriété 
étant  indépendante,  comme  tout  ce  qui  précède,  de  la 
forme  des  vases,  il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  le  cas  où 
un  même  liquide  serait  contenu  dans  les  vases  qu'on 
appelle  vases  communiquants. 

D'une  manière  plus  générale,  lorsqu'un  liquide  et  un 
gaz  sont  superposés,  la  surface  de  séparation,  comme  on 
va  le  voir,  est  horizontale. 

9.  Liquides  superposés,  —  Lorsque  deux  liquides  de 
densité  différente  se  superposent  sans  se  mélanger  ou 
réagir  chimiquement  l'un  sur  Taulre,  la  surface  de  sépa- 
ration des  deux  liquides  est  un  plan  horizontal. 

Soient  MM'  (Jig.  2)  la  surface  de  séparation  des  deux 
liquides,  ÂA'uu  plan  horizontal  mené  à  l'intérieur  du  li- 
quide inférieur,  BB'  un  second  plan  horizontal  mené  dans 
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le  liquide  supérieur  à  une  distance  h  du  premier.  Prenons 
deux  points  A,  A'  sur  le  premier  plan;  élevons  en  ces 
deux  points  des  perpendiculaires  jusqu'à  leur  rencontre 
avec  le  second  plan  BB';  appelons  z^  z'  les  distances  AM, 

Fig.    2. 


A'M';  //,  d' les  poids  de  l'unité  de  volume  des  deux  li- 
quides inférieur  el  supérieur-,  (7,  cj'  les  pressions  aux 
points  A,  A';  ç,  (f 'les  pressions  aux  points  B^B';  d'après 
ce  qui  précède, 

rs  .-zy  -{-  zd-\-  [h  —  z)d'y 

Mais  les  points  A,  A'  étant  pris  à  Tintérieur  du  même 
liquide,  C7  =  tj'  ;  par  la  même  raison,  cp  =  (f\  en  retran- 
chant les  deux  équations 

(z~-z'){d'—d)  =10. 

Par  hypothèse,  d  est  différent  de  ^'^  donc  z  =  z'.  Le 
même  raisonnement  s'applique  à  un  liquide  et  à  un  gaz 
superposés. 

10.  Pression  sur  une  paroi  plane.  —  Si  l'on  suppose 
dans  la  relation  (2)  P'  =  o,  Z'=  o,  on  obtient  immé- 
diatement P=  SrfZ  pour  la  valeur  de  la  pression  exercée 
par  un  liquide  à  surface  libre  sur  une  paroi  plane. 
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Les  pressions  exercées  par  un  liquide  sur  les  divers 
éléments  d'une  paroi  courbe  n'étant  pas  parallèles  n'ont 
pas  nécessairement  une  résultante  unique;  mais,  dans 
certains  cas,  on  peut  trouver  d'une  manière  simple  la 
résultante  de  ces  pressions  élémentaires. 

Prenons  comme  exemple  les  hémisphères  de  Magde- 
bourg,  et  cherchons  l'effort  nécessaire  pour  séparer  l'un 
des  hémisphères  après  que  le  vide  a  été  fait  intérieure- 
ment, ce  qui  revient  à  chercher  la  résultante  des  pres- 
sions exercées  par  l'air  sur  une  surface  hémisphérique. 
A  cet  effet,  imaginons  une  masse  d'air  atmosphérique 
contenue  dans  une  demi-sphère;  les  pressions  élémen- 
taires p^  p\  p"^. . .  exercées  sur  la  surface  courbe  et  la 
pression  P  exercée  sur  la  base  par  l'air  environnant  font 
équilibre  au  poids  de  l'air  atmosphérique  contenu  à  l'in- 
térieur. Par  suite,  si  l'on  néglige  le  poids  de  cet  air^  on 
voit  que  les  pressions  /?,  />',  p"^. . .  ont  une  résultante 
égale  et  contraire  à  P;  l'effort  nécessaire  pour  détacher 
Fhémisphère  est  donc  égal  à  la  pression  exercée  par  l'at- 
mosphère sur  la  base  de  l'hémisphère,  si  l'on  néglige  le 
poids  de  l'air  dont  l'hémisphère  tient  la  place. 

H.  Résultante  des  pressions  exercées  par  un  liquide 
sur  les  parois  d'^un  vase.  —  Un  raisonnement  analogue 
montre  d'une  manière  immédiate  que  les  pressions  exer- 
cées par  un  liquide  sur  les  parois  d'un  vase  ont  pour 
résultante  le  poids  du  liquide. 

Si  l'on  considère  une  portion  quelconque  d'un  liquide 
en  équilibre,  les  pressions  p,  /?',  p"^ . . .  exercées  par  le 
liquide  environnant  sur  les  divers  éléments  de  la  surface 
qui  limite  la  masse  liquide  font  équilibre  au  poids  du 
liquide;  d'ailleurs  les  pressions  p^^  /7i,  p^^. . .  exercées 
par  le  liquide  intérieur  sur  cette  même  surface  sont  res- 
pcciivement  égales  et  opposées  aux  forces  /;,  />',  //',. .  .  ; 
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donc  les  forces  po^  ^,,  /;„ . . .  forment  un  système  équi- 
valent au  poids  du  liquide. 

^  12.  Tourniquet  hydraulique.  —  Les  pressions  p^^  pi, 
Pty, . .  exercées  par  le  liquide  contenu  dans  un  vase  ont 
pour  résultante  le  poids  ^  du  liquide  contenu  dans  le 
vase,  et,  par  suite,  font  équilibre  à  une  force  q^  égale  et 
contraire  à  q.  Par  suite,  la  force  q'  et  les  pressions  élé- 
mentaires^!, /;t  9  •  •  •  9  considérées  à  Texclusion  de  po>  ont 
une  résultante  p  égale  et  directement  opposée  à  po\  si 
Ton  ouvre  un  orifice  en  enlevant  la  portion  de  paroi  qui 
supporte  la  pression  ^p,  et  si  Ton  admet,  en  outre,  que 
toutes  les  autres  forces  du  système  restent  les  mêmes,  la 
force  p,  égale  et  contraire  à  po,  met  le  vase  en  mouve- 
ment. 

13.  Nous  avons  considéré  jusqu'à  présent  les  liquides 
soumis  uniquement  à  l'action  de  la  pesanteur^  il  est  aisé 
de  voir  que  les  résultats  sont  analogues,  si  l'on  suppose 
un  liquide  soumis  à  des  forces  de  direction  constante  et 
proportionnelles  aux  masses  sur  lesquelles  ces  forces 
agissent. 

,  Reprenons  en  effet  le  filet  cylindrique  A  A'  (n**  3); 
soit  r  la  résultante  des  forces  appliquées  au  liquide  con- 
tenu dans  le  cylindre,  cette  force  est  appliquée  au  centre 
de  gravité  du  filet  et  a  pour  expression  aZ/D,  si  Ton  ap- 
pelle p  la  force  appliquée  à  Tunité  de  volume.  En  con- 
servant les  autres  notations,  on  a,  comme  précédemment, 

p'       P  • 

^  rrr    --    -[-  /  C0S6.  p  ; 

0)  b) 

mais  /coso  est  la  projection  de  la  longueur  /  sur  la  direc- 
tion des  forces  supposée  constante;  si  Ton  représente 
cette  projection  par  X,  la  relation  précédente  peut  s'écrire 

p'       P 

S  ^  -  -4-  >p. 
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Elle  donne  lieu  aux  mêmes  remarques  que  la  rela- 
tion (i);  en  particulier,  si  Ton  appelle- toujours  surface 

de  niveau  le  lieu  géométrique  des  points  où  la  pression^ 

est  la  même,  on  voit  que  la  surface  de  niveau  passant 
par  le  point  A'  est  le  lieu  géométrique  des  points  pour 
lesquels  i  =  const.,  c'est-à-dire  un  plan  perpendiculaire 
à  la  direction  commune  des  forces  /'. 

14.  Si  les  forces  qui  agissent  sur  le  liquide  ont  des 
directions  différentes^  mais  variant  d'une  manière  con- 
tinue, on  peut  considérer  une  niasse  liquidé  suffisamment 
petite  pour  que  les  forces  appliquées  aux  divers  éléments 
de  volume  conservent  sensiblement  la  même  direction^ 
et  remplacer  dans  une  petite  étendue  la  surface  de  niveau 
par  le  plan  tangent  à  cette  surface.  D'après  ce  qui  pré- 
cède, le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  direction 
(les  forces  au  point  considéré;  en  d'autres  termes,  la  sur- 
face de  niveau  est  normale  en  chacun  de  ses  points  à  la 
résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  liquide. 


NOTE  SDR  UNE  MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION 
DBS  SURFACES; 

Par  m.  £.   HABICH. 


Si  les  normales  aux  points  correspondants  M  et  M' des 
surfaces  (A)  et  (A')  se  rencontrent  en  un  même  point  N, 
les  normales  aux  sections  planes  de  ces  surfaces  faites 
suivant  la  droite  MM'  vont  se  rencontrer  aux  points  n 
qui  se  trouvent  tous  dans  un  même  plan  perpendiculaire 
à  MM'  et  passant  par  le  point  N. 

Réciproquement^  si  dans  deux  sections  planes  faites 


(  =54  ) 
suivant  MM'  les  normales  aux  courbes  planes  de  ces  sec- 
tions se  rencontrent  aux  points  n  et  n!  situés  sur  un  même 
plan  perpendiculaire  à  MM',  dans  ce  cas  les  normales 
aux  surfaces  (A)  et  (A')  vont  se  rencontrer  aussi  en  un 
point  N,  situé  dans  ce  dernier  plan,  et  ayant  pour  pro- 
jections sur  les  plans  des  sections  les  points  n  et  n'. 
Soient 

)  F,(r,0,y)=o, 

i  F,(r',0,y)=ro, 


(0 


les  équations  d^une  surface  (A)  et  de  sa  transformée  (A'), 
dont  les  points  correspondants  se  trouvent  sur  une  même 
droite  passant  par  un  point  fixe  O,  que  nous  avons  pris 
pour  pôle  des  coordonnées. 


/ 


Soient  (a)  et  (a')  les  courbes  des  sections  planes  faites 
dans  les  surfaces  (A)  et  (A'),  par  un  plan  passant  par  le 
rayon  vecteur  OMM'j  en  appelant  /ut  et  fx'  les  angles  for- 
més par  les  courbes  (a)  et  (a')  avec  le  rayon  vecteur,  et 
p  la  distance  OP  du  pôle  O  au  pied  P  de  la  perpendi- 
culaire nP  abaissée  sur  ce  rayon  vecteur  du  point  de 
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concours  des  normales  en  M  et  M'  aux  courbes  planes 
(a)  et  (a'),  on  trouve 

OM'—  OP  _  r'^  p  _  tang  f*'  _  ^'  ^ 
'^'  OM  —  OP  ~  r  — /?  ~"  taDgfi  ""  r  îïP' 

Celte  relation  (a)  nous  fait  voir  que,  lorsque  le  rapport 

^  reste  le  même  pour  deux  sections  planes  faites  suivant 

le  rayon  vecteur  OMM',  OP  =  p  ne  varie  pas  dans  ces 
sections ,^  et  la  condition  pour  que  les  points  n  soient 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  MM'  se  trouve 
remplie. 

Les  courbes  (a)  et  (a')  des  sections  planes  faites  sui- 
vant OMM'  sont  déterminées  par  les  équations  (i),  con- 
jointement avec  celle  du  plan  passant  par  le  pôle  O, 

(3)  (mcosf  -+-  /isinf  )  tango  =  diï. 

La  condition  de  passer  par  le  rayon  vecteur  déterminé 
OMM'  réduit  les  deux  paramètres  arbitraires  m  et  n  à  un 
seul  ;  et  le  rapport  de  0  et  de  cf  varie  avec  ce  paramètre, 
c'est-à-dire  avec  le  déplacement  du  plan  de  la  section 
autour  du  rayon  vecteur  OMM'. 

Le  rapport  ^9  déduit  des  équations  (i)  et  (3),  dépend 

de  r,  r'j  cp,  0,  ^j  et  par  suite  du  paramètre  variable  de 
Téquation  (3). 
Pour  que  ce  rapport  —,  reste  invariable  pour  toutes  les 

sections,  il  faut  qu'il  soit  indépendant  du  paramètre  arbi- 
traire de  Téquation  (3),  ce  qui  aura  lieu  si  son  expres- 

.  ^      .  .dm 

sien  ne  cctntient  pas  m  d,  ni  cp,  ni  ^9  et  soit  uniquement 

fonction  de  r  et  r'  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  transfor- 
mation la  plus  générale,  dans  le  cas  considéré^  est 
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déterminée  par  une  relation  (quelconque  entre  les  rayons 
vecteurs  correspondants  r  et  /', 

(4)  Ar.r')^o. 

Citons  comme  application  particulièreila  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  où  Ton  a 

rr':=  const.,     d'où     /?  z=  -  (r -+- /), 

et  par  suite,  etc.;  et  la  transformation  déânie  par 

r' — r  =  const.  =  dz  m,     d'où     p=^o, 
ce  qui  conduit  à  Fénoncé  suivant  : 

Si  sur  les  rayons  vecteurs  émanant  rTun  pôle  0,  on 
porte  ^  à  partir  (T  une  surf  ace  donnée  (A),  une  longueur 
constante  m;  on  formera  une  autre  surface  donnée  [^] 
qui  est  la  conchoïde  de  (A)  par  rapport  au  pôle  Oj  et 
les  deux  surf  aces  jouissent  de  la  propriété  que  leurs  nor- 
males aux  points  correspondants  M  et  M'  5e  rencontrent 
en  un  même  point  M  du  plan,  passant  par  le  pôle  0  et 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OM^fV . 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  qu'en  ajouiaut 
aux  deux  équations  (i)  une  troisième  équation  entre  ^ 
et0, 

(5)  F,(^,e)z=o, 

qui  exprime  en  général  une  surface  unique  ayant  son 
sommet  en  O  [et  eu  particulier  un  plan  (3)],  les  rela- 
tions (i)  et  (5)  détermineront  deux  courbes^  intersections 
communes  des  surfaces  (i)  avec  le  cône  (5). 

En  éliminant  f  et  0  entre  ces  équations  (i)  et  (5)  on 
obtiendra  une  relation  de  la  forme  (4)i  ce  qui  montre 
que,  étant  données  deux  courbes  situées  sur  une  même 
surface  conique  (ou  un  plan  )  ayant  son  sommet  au  pôle  de 
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transformation,  il  est  possible  en  général  de  passer  d'une 
de  ees  courbes  à  Taulrc  au  moyen  de  la  transformation 
de  la  forme  (4)  • 

»  Si  Ton  a  seulement  les  deux  équations  (i) ,  pour  arriver 
à  la  relation  (4)9  >1  faut  qu'on  puisse  éliminer  de  ces 
deux  équations  à  la  fois  les  deux  variables  indépendantes 
fp  et  9y  ce  qui  demande  que  les  équations  (i)  affectent  une 
forme  particulière. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  forme  de 
la  fonction  (4)9  de  telle  manière,  que  les  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces  (A)  et  (A')  soient  des  courbes  corres- 
pondantes. 

Cette  question  a  été  traitée  d^une  manière  générale 
par  M.  Liouville.  L'illustre  géomètre,  en  s'appuyant  sur 
les  parties  les  plus  élevées. de  la  géométrie  analytique,  a 
démontré  que  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques et  Thomothétie  jouissent  seules  de  la  propriété 
de  conserver  les  angles  des  éléments  correspondants 
linéaires  et  superficiels  des  figures  transformées,  et  par 
conséquent  de  la  propriété  que  nous  avons  énoncée  (*). 
Je  me  propose  de  démontrer  ici^  par  des  procédés  élé- 
mentaires, que,  dans  les  transformations  définies  par  la 
relation  (4)9  l'homothétie  et  r inversion  jouissent  seules 
de  la  propriété  défaire  correspondre  les  lignes  de  cour- 
bure  de  deux  surfaces  transformées. 

Pour  cela  je  commencerai  par  établir  que  ces  deux 
modes  de  transformation  appliqués  aux  courbes  planes 
jouissent  seuls  de  la  propriété  :  «  Que  les  centres  de 
courbure  des  lignes  transformées  se  trouvent  sur  une 
même  droite  passant  par  le  pôle  de  transformation.  » 

(')  Dans  un  article  Inséré  dans  le  Gabier  XLII  (1867)  da  Journal  de 
l'École  Polytechnique,  M.  Haton  de  la  Gonpillière  a  démontré  ces  pro- 
priétés en  se  basant  sur  les  principaux  théorèmes  de  la  théorie  des  sur- 
fîtes orthogonales. 

iiui.  de  Malhémat.,  3«  série,  t.  VIU.  (Juin  1869.)  f  7 
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Considérons  en  effet  deux  cercles  de  rayons  R  el  R', 

dont  les  centres  K  et  K'  se  trouvent  sur  une  même  droite 

passant  par  le  pôle  O   et  à   des  distances  OK  =  r(et 

OK'  =  d'  de  ce  pôle  ;  les  équations  de  ces  cercles  seront   ' 

R»  =  r»  -4-  rf»  -h  anrfcosÔ, 

R'»  =  r'»  -h  rf'»  H-  2  r'^/'cosÔ. 

Eliminant  entre  ces  deux  équations  cosd  pour  arriver  à 
la  relation  (4),  on  obtient,  réduction  faite, 

( 6)       {rr'  —  dd')[rd'  —  dr')  -h  R'^rfr  —  RW  =  o, 

d'où  Ton  reconnaît  que,  pour  transformer  deux  cercles 
de  manière  que  leurs  centres  se  trouvent  sur  une  même 
droite  passant  par  le  pôle  de  transformation,  et  cela  indé- 
pendamment de  la  grandeur  de  leurs  rayons  R  et  R',  il 
faut  satisfaire  à  Téquation  (6)  dans  laquelle  on  aurait 
supposé  R  =  o  et  R'  =  o,  ce  qui  donne 

#       .  ■«  '*        d 

rr'  =  dd'    et      -  =  -- , 

r'        d' 

c'est-à-dire  que  les  deux  cercles  doivent  être  semblables 
ou  réciproques  par  rapport  au  pôle  de  transformation. 

Considérons  maintenant  deux  courbes  quelconques, 
eft  remplaçons-les  aux  points  M  et  M'  par  leurs  cercles 
oscula tours  \  pour  que  les  centres  de  ces  cercles  se  trouvent 
sur  une  même  droite  passant  par  le  pôle,  indépendam- 
ment de  la  grandeur  de  leurs  rayons,  c'est-â-dire  indé- 
pendamment de  la  forme  particulière  que  peuvent  af- 
fecter les  courbes  données,'  il  faut  que  la  transformation 
soit  Tune  des  deux  citées  plus  haut;  donc,  etc. 

Ces  préliminaires  établis,  revenons  à  la  question. 

Supposons  que  les  surfaces  (A)  et  (A')  sout  effective- 
ment telles,  que  leurs  lignes  de  courbure  se  correspondent. 
Soient  M   et  Mi  deux  points  infiniment  voisins  de  la 
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ligne  de  courbure  de  la  surface  (A),  et  M'  et  M\  leurs 

correspondants  sur  la  surface  (A'). 

Menons  par  les  rayons  vecteurs  OMM',  OMiM\  et  les 

normales   correspondantes    aux    surfaces    deux  plans  ] 

diaprés  Thypothèse  ces  plans  vont  se  rencontrer  suivant 

la  droite  (](lii  réunît  les  centres  de  courbure  K  et  K'  des 

sections  principales  MMt  et  M 'M',,  et  qui  passe  par  le 

pôle  de  transformation  O.   Il  suit  de  là  que,  lorsque 

les  lignes  de  courbure  se  correspondent,  les  centres  de 

courbure  des  sections  principales  se  trouvant  sur  une 

même  droite  passant  par  le  pôle  de  transformation. 

Maintenant,  comme  la  relation  (4)  est  indépendante 

de  la  section  plane  faite  suivant  le  rayon  vecteur,  elle  est 

la  même  pour  toutes  ces  sections,  et,  par  suite,  pour  la 

connaître,  il  suffit  de  la  déterminer  pour  une  seule  section. 

Pour  y  arriver,  faisons  passer  un  plan  par  le  rayon 

vecteur  OMM'  et  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure, 

correspondantes  aux  points  M  et  M'  ;  ce  plan  coupera  les 

surfaces  (A)  et  (A')  suivant  deux  courbes  planes  dont 

les  centres  de  courbure  seront  les  projections  des  centres 

de  courbure  K  et  K^  des  sections  principales  considérées, 

sur  leur  plan  osculateur  commun  ;  et  comme  les  centres 

de  courbure  K  et  K'  se  trouvent  sur  une  même  droite 

passant  par  le  pôle  O,  il  en  sera  de  même  pour  les  centres 

de  courbure  de  la  section  plane  de  deux  surfaces.  On 

pourrait  dire  la  même  chose  de  l'autre  section  principale. 

Par  conséquent,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré 

plus  haut,  les  centres  de  courbure  des  courbes  planes  se 

trouvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  pôle  de 

transformation,  dans  deux  cas  : 

Lorsque  les  courbes  sont  semblables  par  rapport  au 

pôle,  c'est-à-dire  lorsqu^on  a 

/^ 

-  -~  const.  ; 
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Et  lorsque  les  courbes  sont  réciproques,  c'est-à-dire 
iquand 

ri^  =  const. 

Donc  notre  théorème  se  trouve  démontré. 


AXES  BBS  SURFACES  Ml  SECOND  DEGRÉ  OBTENUS 
PAR  «NE  SPBBRE  CONCENTRIQUE^ 

Paa  m.  HOUSEL. 


I.  Quoique  la  surface  ait  un  centre,  nous  la  représen- 
terons d'abord  par  Téquation 

Ax'-+-  A'j'  -h  k^z^  -h  -i^yz  -h  2B'x2  -h  aB" j^ 

H-  iZx  -+-  2C>  -+-  2^2  -h  D  =  0, 

parce  que  les  calculs  qui  vont  suivre  s'appliqueront  même 
aux  surfaces  dépourvues  de  centre. 

L*équation  d'un  plan  tangent  à  cette  surface  en  un 
point  qui  a  pour  coordonnées  x^/^  z'  sera 

x(Ax'-l-B'2'4-B'y-+-C)-4-r(AV+Bz'4-B".r'-hC') 
-4-  z(A''«'  -4-  B/  -4-  B"x'  -4-  C")  4-  Cx' -4-  C'/ -4-  C"  «' -4-  D  =  Q. 

Une  sphère  concentrique  à  la  surface  et  de  rayon  R 
aura  pour  équation,  en  indiquant  par  Xf^yj^^  z^  les  coor- 
données du  centre, 

-4-  2  (x  —  x,)(«  —  «»)  cosxz  -f-  2  {x  —  Xo)  ( j  — ^»)  Q.o^xy  =  R^ 

Si  le  point  donné  est  commun  à  la  surface  et  à  la 
sphère,  l'équation  du  plan  tangent  a  la  sphère  en  ce 
point,  en  prenant  les  dérivées  de  x  —  x^^jr  — jr^y  z  —  ^„ 
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comme  si  c'étaient  ]es  variables  elles-mêmes,  sera 

(x  —  Xc)  [x'  —  X,  4-  {z'  —  2o)  cos^z  -4-  [f —y il  iXisxjr  ] 
4-  (/— r«)[/— /••^-(^'— ^)co872+  («'— j;.)cosjPr] 
-+-(«  — s«)[3'  — z,-f-(y— j'.)co5r«-h(j/— jr,)co8jr«l  =  R'. 

n.  Si  ce  plan  coïncide  avec  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face en  ce  même  point,  il  est  perpendiculaire  au  rayon 
central,  qui  devient,  par  conséquent,  un  axe  principal. 

Pour  établir  cette  coïncidence,  il  faut  chercher  i  mettre 
en  évidence,  dans  Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface, 
les  facteurs  x— ;X»,j^  — j"t,  z  —  z^,  au  lieu  de  x,  j^  el^. 
Cette  équation  s'écrira  donc 

(ar-x,){Ay  -f-B'z'-f-BV-hC) 
■+-  tr -/•) (A>'  4-  Bz'  -+-  B^x*  -h  C) 
H-  («  -  z,)(A''«'  -h  By  -f.B'V  -f-C) 
4-  ar„(A  0/  4-  B'z'  4-  BV  -+■  C) 
4-r.(Ay4-  B»  4-B''x'4-C'> 
4-  z,  (A"*'  4-  B/  4-  B'y  4-  C") 

4-  Cx'  4-  cy  -^  C^^'  4-  D  =  o. 

En  mettant  de  c6té  les  termes  affectés  des  £Eu:teurs 
X  —  Xq,  y — j*^,  z  —  z^,  les  termes  suivants  se  combinent 
de  la  manière  que  voici  : 

^  ( Ax,4-  ^"y,-^  B'  z,4-  C)  +  y  (A' ^.4-  B''Xo4-  B  J.4-  C  ) 

-f- 2' (A"  «.  4- B' X.  4- B^.  4- C'')  ==  o^ 

puisque  le  point  (xo,/o)  '^o)  représente  le  centre. 
II  reste  donc  l'équation 

(x  -  X.  )  (Ax'  4-  B'  z'  4-  BV  4-  C) 
4-(r-r.){A'y-f-Bz'4-B^x'4.C') 

Pour  Tidcntifier  avec  celle  du  plan  tangent  à  la  sphère^ 
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on  posera 

Ay  +  BV-hBV^-t-C 

—  D 

x'  —  jr.  H-  f  z'  —  z^)  cosxz  -h  (  r  '  —  Jf  )  cos.rj 
^ ^i ^ 

—  D 

^•'  —  .r« -^  f  *'  —  «•)  cos,>'»  -^  (*'  —  *•  )  co«-^/    ■ 

= ; R. 

—  D 

__  a'  — -  », -4-  (/'  —  r.)  cosrz  -f-  (.r'  —  x,)  cosxs 

III.  Ces  équations  se  modifient  si  Ton  pose  aussi,  dans 
les  premiers  membres, 

*'=(x'~Xo)4-X.,       y=(^'-j,)  -+./.,      z'=(2'-Z.)+3,. 

Alors 

Ax'-f■B'z'-^-BY^-C  =  A(.r'— .rJ-hB'(»'— 3,)h-B"(/-j,), 

puisque 

Ax»4-B'z,4-  B*j,-f-C  =  o. 

Il  en  est  de  même  pour  les  autres  dérivées. 

IV.  Cette  transformation  étant  supposée  faile,  divi- 
sons les  deux  termes  de  chaque  égalité  par  z' — -z©»  et 

indiquons  par  (jl=  -7 — '-^9   v  =     ,  ^      les  coefficients 

angulaires  du  rayon  central ,  les  équations  précédentes 
deviennent 

Af*  -4-  B'  4-  B^'v fJL-h  cosxz  -+-  V  cos.r/ 

—g        —        -     —  • 

A'v-|-B-I-B*'fx       y  -f-  ces  rz  •+-  f*  cosxv 

A"  -h  Bv  -\-  B'  tj.        1 4-  V  ros yz  -4-  f*  cos.»c 
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d'où  Ton  tire  les  équations 

R'       p  4-  cosxz  -h  cosar> 

A' V  -f-  B  -^-  B'^ft  A''  -4-  B  V  H-  BV 


V  -4-  C08J2  +  fi  cos  xjr        1  H-  V  C05JZ  -4-  f*  cosax 

ce  qui  donne  fx  et  v  en  fonction  de  5,  et  aussi  Tcquation^ 
en  5. 

Ces  relations  étant  ccmnues,  il  nous  suffira  de  rappeler 
cette  équation  en  5  qui  s'en  déduit  par  élimination  : 

vv3(i  —  cos'«>-  —  cos* m:  —  cos'jrz  -H  2  cosz/  cosorz  cosarx) 

—  j'[A  sio'jz  -+■  A'  sin'arz  -4-  A*  sin'jc/ 

—  2  B"  (  cos  XY  —  cos  j?«  COS73  ) 

—  2B'  (COSJTZ  —  COSJTJ  COS3J  ) 

—  2 B  (  COSJZ  —  COS  Xf  cosxz  )  ] 

-  slB"'—  A  A'  -h  B''-  AA"-f-  B*—  A' A" 

4-2cosj^a(AB  — B'B") 

-r  2  C0SX2  (A'  B'  —  B B")  -h  2  cos:cr  (A" B" — BB')] 

-+-  AB'  -h  A'B'»  -+-  A'^B'^'  —  AA' A*  -  2BB'B''  =  o. 

V.  Relations  entre  les  axes  et  les  diamètres  conju^ 
gués.  —  Soient  5i,  5,,  5s  les  racines  de  cette  équation,  et 
R|,  R',  R^  les  carrés  des  demi-axes  principaux.  Comme 
ces  demi-axes  sont  les  rayons  des  sphères  concentrique» 
dont  nous  avons  parlé,  on  aura 

*  Sx  '  S,  '  S, 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  Téquation 
d'un  ellipsoïde  rapporté  à  un  système  de  diamètres  cou- 
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jugués.  On  a  alors,  dans  Tequalion  de  la  surface,  tous  les 

coefficients  nuls,  exceplc  A=:=  -j^»   A'=:  —9  A"  =-7^  et 

Dv=  —  I ,  d'où  5  =  —  •  Alors  l'équation  en  s  devient,  en 
posant  I 

«*=  I  —  COS'j'Z  —  COS' JTZ  —  COS'xjr  -f-  2  COSJZ  C08:rs  cosx^, 

8?         I    /sîn*r3       sm^jrz       sin*jr>^\ 

1  /  I        1        I  \       I    _ 

Multiplions  par  R'rt'*i'*c'"  et  changeons  les  signes, 
il  vient  I 

-4-R»(6'V»8in»r2  +  «''«'^sin*^2-4-a'»é>'»sin»j:/)  ' 

On  eu  conclut  immédiatement  les  relations  suivantes  : 

R}  4-  Rî  -+-  RJ  =  rt"-f-  ^"-f-  c'S     R.R,R,=  «a'  6V, 

et 

RJRÎ-l-RÎRJ-hRîRr 

VI.  Les  équations  du  §  II  se  mettent  sous  la  forme 


x'  —  j:»  -*-  ( s'  —  «,)  eosxz  4-  (  j'  —  ^» ) cosarj 

s'  —  ::,  -h  (7'  —  jo  )  cos  rz  -H  (  jr'  —  x,  )  eos^rz 
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Divisant  tous  les  dénominateurô  par  z' — z^^  il  reste 

p  -f-  COSXZ  4-  V  C05X/ 

_  Ay-4-Bg^+B^x^-f-C'  _  A"z'-^Bx'-^B'x'-^C' 

»  -4-  C06/2  -h  ft  COSO:/  I  -4-  V  COS/Z  -h  fi  COSX2 

Vil.  Paraboloïdes.  —  Ces  dernières  formules  s'ap- 
pliquent à  un  paraboloïde  :  fx  et  v  sont  les  coefficients 
angulaires  d'un  diamètre,  x',/',  z'  étant  les  coordonnées 
du  sommet,  qui  est  le  seul  point  où  le  plan  tangent  soit 
perpendiculaire  à  un  diamètre.  * 

Pour  déterminer  le  sommet  d'après  ces  formules,  voir 
Nouvelles  Annales,  i86i,  p.  307  et  suiv. 


NOTE  SUR  LES  RACINES  RES  NOIRRES; 

Par  ÉTiuniE  SANCHIS  BÂRRACHINA  (d*Alicante). 


Lemme,  —  Le  plus  petit  nombre  entier  de  n  chiflres 
éiant  io"~*,  la  différence  D  entre  sa  puissance  m'**"'  et 
celle  de  l'entier  io"~*-|-  i  est 

D^OTioC-'H— •)-+-  ^^^^"^^  io(»-)('«-»)-h...>/iiio(--'>C^'). 

I  .2 

Théorème.  —  Les  racines  m**'""  de  tous  les  entiers 

ajant 

mn^     mn — 1,     mn — 2,...,     mn — (m  —  i) 

chiffres  y  et  dont  le  nombre  des  chiffres  non  identiques  à 
droite  ne  surpasse  pas  (n  —  i)  (/w  —  »)?  ne  diffèrent  pas 
d'une  unité. 

En  effet,  tous  ces  nombres  auront  n  caractères  à  leur» 
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racines  w''^'"'",  car  toute  racine  /»'*'"'  renferme  autant  de 
chiffres  que  l'on  peut  former  de  tranches  de  m  chiffres, 
(la  dernière  à  gauche  pouvant  être  incomplète). 

Supposons  que  deux  de  ces  racines  différent  d'une 
unité,  la  différence  de  leurs  puissances  m**""'  serait,  en 
vertu  du  lemme,  supérieure  à  m  10^"*"*'^'""*^  ou  à  m  suivi 
de  (n — i)(m— 1)  zéros;  cette  différence  aurait  donc 
{n  —  i)  {/»  —  i)  -h  I  chiffres  au  moins;  donc  les  nombres 
proposés  auraient  à  droite  plus  de  (n  —  i)  (w  — 1)  chif- 
fres différents,  ce  qui  est  contraire  à. l'hypothèse. 

Exemple.  — ^Considérons  en  particulier  la  racine 
cubique  des  nombres.  Les  entiers  de3n,  3fi  —  i,3/i— 2 
chiffres,  dans  lesquels,  ceux  de  la  gauche  étant  iden- 
tiques, le  nombre  des  chiffres  différents  à  droite  ne  sur- 
passe pas  2n  —  2,  ont  même  racine  entière. 

Les  racines  des  nombres  de  1 1  et  9  chiffres  qui  ont 
5  chiffres  communs  à  gauche  diffèrent  d'une  quantité 
moindre  qu'une  unité. 

mon  SUR  DN  CARAGTiRB  DE  CONVIRGBIICB  DES  SÉRUSj 

Par  m.  DOUCET, 

Ancien  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique,  Profesienr  au  lycée  de  Lyon. 


Dans  le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Laurent  (p.  299),  on 
trouve,  sans  démonstration,  le  théorème  suivant  : 
La  série 

III  111 

1 1 -!-•.  ..H 1 1 h  .  .  . 

«•  «i  «1  tt.  «n+i  ««+1 

est  couveigenlc  si  la  quantité 
est  constante  ou  croissante. 
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La  démonstration  de  ce  théorème  est  des  plus  simples. 
Posons 

el  supposons  d'abord  celte  quantité  positive  et  constante. 

Soit  d'ailleurs 

a,  —  «0  =  h. 

On  a  les  égalités 

U^  —  Ut  =--  à, 

Ifj  —  tfj  =r  A  H-  A, 

tt,  —  a,  =  A  -+-  2A, 


Un    —  «„_,=:A-f-(/i  — i)A. 
a^,—    M„  =  A  -4-/1  A, 


On  en  déduit 


«  (/i  —  i)  . 
K„  =  iio  -h  /îrt  H ^ A, 

(/i-H  i)rt 
11^,  =:  M.  4-  (/i-f-  l)h  H A. 


Le  rapport  '^ —  d'un  terme  de  la  série  au  précédent  a 

pour  limite  Tunité  5  mais  si  l'on  met  ce  rapport  sous  la 
forme j  on  trouve 

I-ha 

a  ==:  — — ■ 


le,  -f-  «A  H A 


de  sorte  que  na  tend  vers  la  limite  2.  La  série  est  donc 
convergente. 
La  convergence  aurait  lieu  à  foniori  si  la  quantité  A 
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élail croissante.  Si  Ion  forme^  en  effet, dans  cette  hypo- 
thèse, une  série  commençant  par  les  trois  premiers  termes 
de  la  précédente,  il  est  clair  qu'à  partir  de  là  la  nouvelle 
série  aura  tous  ses  termes  plus  petits  que  ceux  de  même 
rang  dans  la  première. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'examiner  le  cas  où  la  quan- 
tité A  serait  constante  et  négative.  A  partir  d^un  certain 
rang,  les  termes  de  la  série  deviennent  négatifs,  et  si  l'on 
ne  tient  compte  que  de  leur  valeur  absolue,  on  rentre  dans 
le  premier  cas.  On  rentrerait  dans  le  second  si  la  quan- 
tité A,  d'abord  négative,  croissait  en  valeur  absolue. 

U  ne  reste  qu'une  place  pour  la  divergence:  c'est  le  cas 
où  A,  d'abord  positive  ou  négative,  s'approche  de  zéro 
indéfiniment.  La  convergence  serait  encore  assurée,  si  la 
valeur  absolue  de  A  restait  supérieure  à  une  limite  fixe 
difierente  de  zéro. 

On  constate  d'ailleurs  facilement  la  divergence  si  A=:  o. 
En  effet  la  somme 


I 


Ht        Ife  -h  A         «0  +  aA 
peut  s'écrire 


4-. 


et  si  l'on  a  A  <^  tio,  ce  qu'on  peut  toujours  supposer,  la 
série  entre  parenthèses  a  ses  termes  plus  grands  que  ceux 
de  la  série  harmonique.  Elle  est  donc  divergente. 

Le  caractère  de  convergence  indiqué  par  M.  Laurent, 
d'après  M.  Lemoine,  semble  être  d'une  utilité  réelle.  On 
peut  étudier  la  quanti  té  A  elle-même,  ou  mieux  sa  dérivée^ 
qui  doit  être,  dans  le  cas  de  convergence,  nulle  ou  positive^ 
J'ai  examiné  quelques  exemples  de  séries  dont  la  nature 
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rfisie  incertaine  après  Tessai  des  caractères  indiqués  ordi- 
nairement dans  les  éléments.  Ces  expériences,  qui  n'ont 
pas  un  degré  d'intérêt  sufBsant  pour  être  rapportées  ici, 
ont  réussi  généralement. 

lOYEN  SIIPLE  DE  HRNER  LA  NORMALE  A  L ELLIPSE; 

Par  m.  LioN  PAILI.OTTE. 


Étant  donnés  les  deux  axes  a  et  b  d'une  ellipse,  on 
la  construit  facilement  par  points. 

Rappelons  la  construction. 

Sur  chacun  des  deux  axes  a  et  &  comme  diamètre,  on 
décrit  un  cercle;  du  centre  O  on  trace  un  rayon  quel- 
conque OR  qui  coupe  les  deux  cercles  en  Mt  et  M,  ;  par 
le  point  Ml  on  mène  une  parallèle  au  petit  axe,  par  le 
point  Mt  une  parallèle  au  grand  axe  :  leur  point  de  ren- 
coDtre  M  appartient  à  Fellipse. 

Gela  posé,  pour  avoir  la  normale  au  point  M,  il  suffit 
de  prolonger  OR  jusqu'à  sa  rencontre  en  R  avec  le  cer- 
cle décrit  du  point  O  comme  centre,  et  (a  +  b)  comme 
rayon^  et  de  joindre  à  M  le  point  R. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  facile. 


NOTE  SUR  LA  R&GLE  DES  SIGNES  DE  DESCARTES; 


•Par  m.  PARPAITE, 

Élève  &  VÉcole  Normale  supérieure. 


On  sait  que  si  une  équation  algébrique  mise  sous  la 
forme  ordinaire  renferme  trois  termes  consécutifs 
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dout  les  coefficients  soient  les  termes  conséctiiifs  d'une 
progression  géométrique,  elle  a  au  moins  deux  racines 
imaginaires.  On  démontre  ce  théorème  en  midiiptiant  le 
premier  membre  de  l'équation  par  (x  —  a)  et  en  proG- 
tant  de  Tindétermination  de  a  pour  produire  des  lacunes 
dans  l'équation /(x)(j:  —  a)  =  o. 

Cherchons  si  en  multipliant  le  premier  membre  de 
Téquation  par  un  polynôme  du  deuxième  degré,  on  poa^ 
rait  profiter  de  l'indétermination  des  coefficients  pour 
amener  des  lacunes  dans  le  produit  résultant  ]  quelles 
conditions  les  coefficients  de  l'équation  doivent  remplir 
pour  cela  ;  quelles  conclusions  on  peut  en  tirer  pour  le 
nombre  des  racines  imaginaire». 

Soit  l'équation  donnée 

multiplions  par 

Trois  termes  consécutifs  du  produit  seront  : 

{ An^2  a  -h  A„4.,  p  -h  A„  7)  jr*"-*, 
4-  (  A.^,  a  -h  A.^.  p  4-  A^,  7)  a-«-«, 
4-  (  A»+4  a  -H  A,^,  p  -h  A^,  7)  0-"-"-^ 

*     Ces  trois  termes  consécutifs  disparaîtront  si  l'on  a 

A,. 
A„ 
A. 

On  voit  qu'il  sera  possible  de  choisir  a,  j3,  7  dans  un 
rapport  tel,  que  ces  trois  équations  soient  satisfaites  simul- 
tanément, si  l'on  a 


»«+,a  H-  A,-H,  p  -+-  A„7  z=z  o, 
i  a  -4-  A,4.,  p  -H  A,+,  7  =  0, 
,  a  -h  An+i  P  -H  Ai,+j  7  1=  o. 


I>,: 


An 

A«-i-i 

Ain-j 

An+i 

An+7 

•Au+3 

A,+, 

^H-{-^ 

A«.».« 

:  G. 
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Donc,  étant  donnée  une  cqualiony  (x)  :^  o,  que  Ton 
forme  les  divers  déterminants  D„,  si  Tan  au  moins  est 
nu),  on  peut  faire  disparaître  trois  termes  consécutifs  de 
l'équation  f(x)<f{x)  =  o. 

Cela  posé,  on  calculera  les  rapports  des  inconnues 
^)  /3>  7î  ^^  ^^  déduira  les  valeurs  des  coefficients  de 
jpm-ii+i  çj  jç  jf«-"+*.  on  peut  facilement  les  mettre  sous 
la  forme  de  déterminants,  à  un  facteur  près  :  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas. 

Si  les  coefficients  de  ces  puissances  sont  de  signes  con- 
traires, réquaiiony*(x)  (f  (x)  =  o  a  au  moins  deux  racines 
imaginaires;  il  faudra  voir  si  les  valeurs  de  a,  j3,  y  rendent 
les  racines  de  (f(x)  réelles  ou  imaginaires  avant  de  tirer 
une  conclusion  relative  à  Téquation  f{x)  =  o. 

Si  les  coefficients  de  ces  puissances  sont  de  même 
signe,  on  peut  affirmer  que  Téquation  /(x)(p(x)  =  o  a 
quatre  racines  imaginaires  au  moins,  par  suite  que 
réquationy(x)  =  o  en  a  au  moins  deux. 

Nous  nous  appuyons  sur  ce  théorème  bien  connu,  qui 
découle  de  la  règle  des  signes  de  Descartes  : 

Une  équation  a  au  moins  2  n  racines  imaginaires  : 

i^  Si  entre  deux  termes  il  en  manque  2/1; 

2?  Si  entre  deux  termes  de  signes  contraires  il  en 
manque  2»  -f- 1  ; 

3°  Si  entre  deux  termes  de  même  signe  il  en  manque 
in — I. 

Note  du  Rédacteur.  —  On  peut  évidemment  étendre 
ces  considérations  au  cas  où  <f(x)  serait  du  troisième, 
du  quatrième  degré,  etc.  On  arriverait  ainsi  à  une  série 
de  transformations  qui  permettraient  de  juger,  par  les 
lacunes  produites,  du  nombre  des  racines  imaginaires  de 
l'équation. 
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Nous  nous  arrêterons  k  cette  indication,  à  cause  de  la 
complication  des  énoncés. 

La  règle  de  M.  Parpaite  est  d'ailleurs  très-particulière 
et  d'une  application  peu  fréquente,  car  il  arrivera  très- 
rarement  que  cinq  coefficients  consécutifs  satisfassent  a  la 
relation  D„  =  o. 


PROBLÈIES  DR  GÉOMÉTRIE  ANALYTiOUR; 

Par  m.  MOREL, 

Répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


Trouver  la  courbe  telle,  que  si  ton  mène  une  tangente 
quelconque  terminée  aux  axeSj  cette  tangente  soit  par- 
tagée en  deux  panies  égales  par  le  point  de  contact. 

Soient  j'  =y  (x)  Téquation  de  la  courbe  cherchée,  x,  j 
un  point  de  la  courbe  ;  on  a,  d'après  Thypothèse^ 

y  ^ 

-  —  H =1, 

avec  la  relation 

fO^  __  _ .r.^     ou     î^  r==  —  ^  • 

donc  on  aura,  en  intégrant, 

logr,  =  —  logjr,  -f-  logA  =  log  —; 
donc  la  courbe  a  pour  équation 

r  = -»     ou     xY^=-k. 

X 

C'est  donc  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

Ce  théorème  préliminaire  va  nous  servir  à  établir  le 
suivant  ; 
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Démontrer  géométriquement  que  la  surface  engen- 
drée par  une  ligne  droite  qui  tourne  autour  d*un  axe 
vertical  sans  se  rencontrer^  est  un  hyperboloïde  de  /'é- 
volution,  c'est-à-dire  que  sa  courbe  méridienne  est  une 
hyperbole. 

Nous  supposons  connues  les  principales  propriétés  de 
cette  surface,  c'est-à-dire  que  nous  admettons  que  Ton 
sache  que  cette  surface  possède  un  second  système  de  géné- 
ratrices rectilignes,  et  que  toute  généra  tri  ce  Je  Tun  des 
systèmes  rencontre  deux  génératrices  quelconques  de 
r autre  système. 


Pour  cela,  je  considère  les  deux  génératrices />^,p'</' 
et  P\qup\q'  du  même  système,  et  la  génératrice  «cfc, 

Ann.  de  Hathémat,,  i^  série,  t.  Vlll.  (Juin  1869.)  18 
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a! c*V  de  l'autre  système.  Le  point  ce*  étant  un  point  du 
méridien  mn,  qui  est  parallèle  au  plan  vertical,  le  plan 
tangent  en  ce  point  est  perpendiculaire  au  méridien  et, 
par  suite,  au  plan  vertical,  et  comme  il  contient  la  géné- 
ratrice a£,  a!V ^  sa  trace  verticale  est  la  ligne  a!V  elle- 
même,  qui  sera  par  suite  tangente  en  c^  à  la  courbe  méri- 
dienne. 

Les  plans  parallèles  pq^  mn^  pi^i  étant  équidistants, 
la  droite  ai,  a'b^ qui  rencontre  les  plans  pq  et  piÇi  aux 
points  a,  a!  et  &,  1/  est  partagée  en  deux  parties  égales  par 
le  plan  mn;  donc  le  point  c'  sera  le  milieu  de  afI/\  et 
par  suite  la  courbe  méridienne  sera  une  hyperbole. 

c.  Q.  F.  n. 


«HBSTIONS. 

936.  En  multipliant  (x*  — i)"  par  la  série 
I        X  -h  I        I  I  1 

la  partie  entière  du  produit  sera  le  polynôme 

à  Fégard  duquel  on  propose  de  démontrer  : 

i^  Que  Téquation  F(x)  =  o  a  toutes  ses  racines  ima- 
ginaires, sauf  la  racine  x  =  o^  quand  le  nombre  n  est 
pair-, 

2^  Qu'en  supposant  n  impair,  elle  n'admet,  outre  la 
racine  nulle,  que  deux  racines  réelles  égales  et  de  signes 
contraires,  dont  la  valeur  absolue,  supérieure  à  Tunité» 
est  moindre  que  y/â  et  converge  vers  cette  limite  lorsque 
le  nombre  n  augmente.  (Hbbmitb.) 


937.  Une  ellipse  roule  sur  une  autre  ellipse.  Trouver 
le  Ii'eu  des  poînls  de  rencontre  des  tangentes  communes. 

(Dauplay.) 

938.  Deux  ellipses  sont  situées  dans  le  même  plan , 
Tune  est  fixe  et  l'autre  mobile  autour  de  son  centre. 
Dans  chaque  position  de  Tellipse  mobile,  on  mène  les 
tangentes  communes.  On  demande  le  lieu  des  points  de 
rencontre. 

Quand  les  ellipses  sont  extérieures,  il  y  a  deux  tan- 
gentes extérieures  et  deux  tangentes  intérieures.  Trouver 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  premières  tangentes  et 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  secondes.  Examiner 
les  cas  particuliers.  (Dauplat.) 

939.  Étant  donné  un  contour  polygonal  fermé  de 
an  côtés  inscrit  dans  une  conique,  le  produit  des  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  quelconque  de  la  conique 
-sur  les  côtés  de  rang  pair  est  dans  un  rapport  constant 
avec  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  du  même 
point  sur  tous  les  côtés  de  rang  impair.       (Chasles.) 

940.  Etant  donnés  n  points  sur  un  cercle,  on  peut 
trouver  3.4* --(^  —  i)  contours  polygonaux  fermés  de 
n  côtés  ayant  ces  points  pour  sommets.  Si ,  d'un  même 
point  du  cercle,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  de  tous  ces  contours,  le  produit  des  perpendicu- 
laires abaissées  sur  les  côtés  d'un  contour  quelconque  est 
le  même  pour  tous  les  contours.        (Désiré  Ahdké.) 

941.  Tout  nombre  pair  est  égal  à  un  cube  qui  n'est 
pas  nul  plus  trois  carrés.  (Désiré  André.) 

942.  Un  cube  parfait  augmenté  de  7  unités  d'un  ordre 
quelconque  ne  peut  pas  être  un  carré  parfait. 

(JOFFROY.) 
18. 
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94<3»  Une  courbe  plane  c  roule  sur  une  courbe  fixe  C, 
située  dans  le  même  plan,  en  entraînant  un  point  mobile 
qui  décrit  alors  une  courbe  b,  A  un  instant  donné,  les 
deux  courbes  se  touchent  en  A,  et  le  point  mobile  étant 
en  M,  la  courbe  c  s'arrête  brusquement  et  la  courbe  C  com- 
mence au  contraire  k  rouler  sur  la  première  en  entraî- 
nant le  point  M  suivant  une  courbe  B.  Démontrer  que 
les  centres  de  courbure  des  deux  courbes  b  et  B,  au  point 
commun  M,  divisent  barmoniquement  la  longueur  MA. 

(Laisaut.) 

914.  Deux  ellipses  égales  sont  tangentes  à  la  même 
droite  au  même  point  fixe.  Tune  par  Textrémité  du  grand 
axe,  l'autre  par  l'extrémité  du  petit  axe.  Les  deux  demi- 
axes  a  et  &  sont  liés  par  la  relation  ab  =  const.  On  de- 
mande  : 

1^  Les  lieux  des  points  d'intersection; 

a^  Le  lieu  des  milieux  des  tangentes  communes. 

945.  Relations  d'identité  entre  les  angles  d'un  triangle 
rectiligne  . 

stn2  A  +sin2B  +  sinsC 

=  2(sinA  -hsinB  -+-  sinC)(cosA  -h  cosB  -f-  cosC— i), 
(sinA  -H  sinB  -f-  sin  C  )*  -f-  4  (ces  A  -f-  cosB  -4-  cosC  —  i) 
-f-  (  cos  A  4-  cosB  -f-  cosC  —  i  y 
=  4(sinBsinC  +  sinAsinC  +  stnAsinB). 

(J.-Cn.  DuPAiN.) 

946.  Soient  (A)  et  (A')  deux  surfaces  dont  l'une  est 
la  transformée  de  Tautre  par  rapport  à  un  pôle  O,  c'est- 
à-dire  que  les  points  correspondants  de  ces  surfaces  se 
trouvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  fixe  O. 
On  demande  de  démontrer  : 

1^  Que  dans  ce  mode  de  transformation  les  surfaces 
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liées  par  la  relation 

/(r,  rjrzro, 

OÙ  y*  est  une  fonction  quelconque  des  distances  OM  =  r, 
OM'=  r\  jouissent  seules  de  la  propriété  que  leurs 
normales  aux  points  correspondants  se  rencontrent  en  un 
même  point  de  l'espace  :  comme  une  des  applications,  on 
peut  considérer  les  surfaces  concboïdes  r —  r'  =r  ±  const.  ; 
7?  Que  parmi  les  transformations  définies  par  la  re- 
lation générale  /(/',  r')  =  o,  il  n'y  a  que  riioraothétie  ei 
l'inversion  qui  jouissent  de  la  propriété  de  faire  corres- 
pondre les  lignes  de  courbure  des  surfaces  transformées. 

(E.  Habico.) 

947.  Étant  donnée  la  série 

Co-+-C,3H-Cî2*H-..., 

convergente  pour  une  valeur  finie  quelconque  réelle  ou 
imaginaire  de  z^  on  pose  Féquation 

C«-4-  Cxi  -f-  C,z»-t-'. .  .  =  A, 

A  étant  un  nombre  donné.  Démontrer  que  la  différence 
entre  deux  racines  quelconques  z^  et  z^  de  cette  équation 
est  supérieure  à  une  quantité  fixe  qui  dépend  de  Â  et  des 
coefficients  C©,  Ci,  C|. . . . 

(Fk.  PicciOLi,  de  Pavie. ) 

948.  L'aire  d'un  polygone  de  m  côtés  est  égale  à  la 
somme  des  ^ -^ triangles  que  1  on  peut  for- 
mer avec  m  —  i  de  ses  côtés  combinés  deux  h  deux; 
chacun  de  ces  triangles  ayant  deux  de  ses  côtés  égaux 
aux  côtés  correspondants  du  polygone  et  dirigés  de  la 
même  manière.  (G.  Bellavitis.) 


(  ^78) 

L'ENSEIGNHONT  DE  LA  fiÈONfiTRIl  ÉlfilENTAlU 
EN  ITALIE. 

On  sait  qu'une  décision  du  Ministère  de  Flnstruction 
publique  du  Royaume  d'Italie  a  prescrit,  comme  unique 
traité  classique  de  géométrie  à  l'usage  des  lycées,  le  livre 
toujours  jeune  du  vieil  Euclide,  eu  attendant  qu'il  ait 
paru  un  ouvrage  digue  de  le  remplacer.  Cette  décision, 
prise  sur  l'initiative  de  savants  illustres,  auxquels  la  haute 
science  ne  fait  pas  négliger  les  intérêts  de  renseignement 
élémentaire,  a  dû  nécessairement  froisser  d'anciennes 
habitudes  et  provoquer  des  réclamations.  Le  Giornale 
di  Matematicfie  de  îiaLf  les^  malgré  les  idées  bien  connues 
de  son  éminent  rédacteur,  n'a  pas  voulu  refuser  aux  di- 
verses opinions  le  bénéfice  de  sa  publicité,  et  dans  sa  der- 
nière livraison  de  1868,  il  a  inséré  la  traduction  de  deux 
extraits  de  journaux  anglais,  où  le  géomètre  alexandrin 
est  un  peu  maltraité.  Les  discussions  sérieuses  profitent 
toujours  à  la  vérité.  Celle-ci  nous  a  valu,  dans  le  numéro 
suivant  du  Giornale^  une  réponse  de  MM.  Brioschi  et 
Cremona,  auxquels  est  due  en  grande  partie  Tadoption 
de  la  mesure  critiquée.  Nous  pensons  que  les  abonnés 
des  Nou\felles  Annales  liront  avec  intérêt  et  profit  un 
extrait  de  la  lettre  des  deux  savants  professeurs  de  Milan. 
Nos  rédacteurs  de  programmes  y  pourront  puiser  d'utiles 
conseils.  Ho  ciel. 

((  Le  dern ier  fascicu  le  du  Giornale  di  Matematiche  con- 
tientune  traduction  d'un  discours  prononcé  par  M.  Wil- 
son,  devant  la  Société  Mathématique  de  Londres,  et  pu- 
blié dans  Y Educational  Times  du  i*^*^  septembre  1868, 
sous  le  litre  de  :  Euclidas  a  text-book  of  Elenienlary 
Gcomcffy,  La  conclusion  de  ce  discours  est  la  condam- 
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nation  la  plus  formelle  des  éléments  de  géométrie  d'Eu- 
clide,  que  Fauteur,  avec  une  audace  qui  n'a  pu  manquer 
d'exciter  la  surprise  des  Membre^  mêmes  de  la  docte 
Société,  déclare  antiquaiedy  artijiciai^  unscientific,  and 

iU-adapied  for  a  text-book 

»  Nous  ne  connaissons  YElementaty  Geometry  de 
M.  Wilson  (naturellement  bien  préférable,  suivant  lui, 
à  celle  d'Euclide),  que  par  les  articles  qui  lui  ont  été 
consacrés  dans  YAthenœum  du  18  juillet  1868,  et  dans 
un  autre  journal  anglais.  Dans  ces  articles  critiques,  que 
nous  croyons  sortis  de  la  plume  d'un  illustre  professeur, 
très-compétent  en  pareille  matière,  on  met  à  nu  les  vices 
de  raisonnement  du  Traité  de  Wilson  \  si  nous  relevons 
ce  fait^  c'est  pour  en  conclure  que  nous  sommes  fondés  à 
mettre  en  doute  la  bonté  des  arguments  de  Wilson  con- 
tre la  méthode  euclidienne.  Ces  arguments,  du  reste, 
n'ont  rien  de  formidable  ni  d'essentiellement  neuf:  ce 
sont  les  mêmes  qui,  dans  les  siècles  passés,  furent  plus 
d'une  fois  reproduits  par  les  gens  en  quête  de  la  via  regia 
pour  apprendre  les  éléments,  et  qui  ont  toujours  été 
victorieusement  repoussés  par  les  plus  éminents  mathé- 
maticiens qui,  connaissant  intimement  les  mérites  de 
l'ancienne  géométrie,  voulaient  la  conserver  intacte  dans 
toute  sa  pureté.  Nous  n'avons  donc  rien  à  dire  de  nou- 
veau pour  la  défense  d'Euclide,  et  nous  estimerions 
même  toute  polémique  superflue,  si  nous  ne  considérions 
les  attaques  dirigées  contre  la  mesure  (excellente,  suivant 
nous),  que  le  Gouvernement  a  prise  pour  l'introduction 
de  la  méthode  euclidienne  dans  les  gymnases  et  lycées  du 
Royaume. 

nOn  affirme,  en  premier  lieu,  qu'Euclide,  rejetant  les 
constructions  hypothétiques^  s'est  imposé  une  restriction 
qui,  non-seulement  n'est  ni  nécessaire  ni  utile,  mais  qui 
de  plus  est  absurde  et  nuisible,  et  que,  en  levant  cette 
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restriction,  on  rendrait  possible  la  classification  de  la 
Géométrie  :  and  classification,.,  is  the  very  essence  of 
Science.  A  cela,  il  nous  suffira  d'opposer  Topinion  de 
Montucla,  de  Balizer,  de  l'illustre  Steiner,  d'après* la- 
quelle «  ce  'qui  importe,  c'est  de  découvrir  l'organisme 
))  qui  relie  entre  eux  les  phénomènes  d'espèce  la  plus 
»  diverse  du  monde  de  l'espace  (*)  ».  D'accord  avec  ces 
profonds  penseurs,  nous  croyons  que  l'excellence  logique 
d'Euclide  réside  précisément  dans  cet  ordre  que  l'on  veut 
critiquer,  et  que  la  prétention  de  classer  les  théorèmes 
de  géométrie  comme  les  insectes  ou  les  coquillages  dans 
un  musée  est,  pour  ne  pas  dire  plus,  indigne  de  la  gra- 
vité de  la  science. 

»  On  nous  dit  ensuite  que  dans  Euclide  la  théorie  des 
parallèles  cstjaultry^  et  que  Vaxiome  euclidien  sur  les 
parallèles  peut  se  déduire  comme  conséquence  de  la  notion 
de  direction  et  de  la  définition  des  parallèles  comme  des 
droites  ayant  la  même  direction.  Voilà  donc  que 
M.  Wilson,  avec  le  mot  magique  de  direction^  a  résolu 
la  grande  difficulté  qui,  pendant  plusieurs  siècles,  a  tra- 
vaillé le  cerveau  des  commentateurs  d'Euclide,  et  sur 
laquelle  Legendre,  lui-même,  s'est  fatigué  pendant  tant 
d'années!  La  question  aujourd'hui  est  efi'ectîvement  ré- 
solue, mais  dans  un  sens  tout  différent,  par  les  recherches 
de  Gauss,  de  Lobatchefsky  et  de  Bolyai  -,  les  professeurs 
Balizer  et  Hoûel  ont  appelé  l'attention  publique  sur  cette 
solution,  qui  avait  passé  inaperçue,  et  dernièrement  le 
professeur  Beltrami  a  fait  paraître  dans  le  Giornale  de 
Naples  un  remarquable  Mémoire  qui  dissipe  toutes  les 
obscurités  du  sujet,  et  met  en  pleine  lumière  l'essence 
de  la  géométrie  euclidienne  et  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne.  De  ces  recherches,  il  ressort  clairement  que  la 


(  *  )  SteineRj  Sir  stem.  Entw.,  Préface,  p.  v. 
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ihëofie  des  parallèles,  dans  la  géométrie  réelle,  ne  peut 
être  fondée  sans  un  axiome  expérimental  (celui  d^Euclide 
ou  un  autre  équivalent),  et  Ton  est  forcé  d'admirer  la 
puissance  de  logique  du  géomètre  de  F  Antiquité,  qui  vit 
si  nettement  ce  qu'il  était  nécessaire  et  suffisant  d'em- 
prunter à  Texpérience,  et  ce  qui  pouvait  se  déduire  au 
moyen  du  raisonnement  abstrait.  C'est  là  une  importante 
question  de  logique  qu'il  importe  de  ne  pas  masquer  par 
une  fausse  théorie  des  parallèles,  comme  celle  que 
M.  Wilson  propose  de  substituer  à  la  méthode  eucli- 
dienne. 

»  M.  Wilson  affirme  qu'Euclide  est  unsuggestive.  Cela 
se  comprend  dans  les  écoles  anglaises  (au  moins  dans 
celles  auxquelles  le  critique  fait  allusion),  où  Ton  étudie 
les  livres  des  Èlémenls^  mot  pour  mot,  matériellement, 
par  cœur  ;  où  il  y  a  tel  professeur  capable  de  faire  étu- 
dier un  livre  avant  le  livre  précédent.  Mais  chez  nous, 
on  ne  procède  pas  ainsi,  Dieu  merci  !  Pas  un  de  nos  pro- 
fesseurs nesongerait  à  imposer  à  ses  écoliers  et  à  lui-même 
une  tache  aussi  lourde  et  aussi  absurde.  Dans  nos  écoles 
secondaires,  un  texte  n'est  jamais  qu'un  guide  pour  le 
maître  et  pour  les  élèves.  Le  Gouvernement  veut,  et  nous 
ne  pouvons  que  l'en  féliciter,  que  l'on  enseigne  la  géo- 
métrie diaprés  EtuUide,  et  non  qu'on  récite  Euclide 
comme  un  texte  sacré  (*). 

»  Les  autres  objections  de  M.  Wilson  contre  Euclide, 
comme  texte  d'études,  tombent  dans  le  vide,  si  l'on  com- 
pare les  conditions  différentes  dans  lesquelles  se  trouvent 

(*)  L^eipérience  a  déjà  prononcé  en  faveur  de  notre  thèse.  Bien  que 
nous  ne  soyons  encore  qu^à  la  seconde  année  depuis  l^adoption  d'Euclide 
comme  texte,  cet  enseignement  n*en  a  pas  moins  porté  déjà  de  i)ons  fruits 
dans  les  écoles  où  le  professeur  s*y  est  appliqué  avec  zèle  et  avec  Qoiit. 
Nnas  pouvons,  entre  autres,  citer  un  lycée  où,  avant  la  fin  de  la  première 
année  d'études,  les  élèves  étaient  déjà  en  état  de  résoudre  par  cux-mèmcs 
)a  plupart  des  exercices  proposés  dans  V Euclide  de  Colenso. 
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les  écoles  anglaises  et  les  nôtres.  Nous  avons  des  écoles 
et  des  instituts  techniques,  dans  lesquels  on  ne  prescrit 
pas  plus  Euclide  que  Tétude  du  latin  ou  du  grec  ;  de  telles 
écoles  n'existent  pas  en  Angleterre.  Les  écoles  anglaises 
sont  toutes  classiques,  et  tout  le  monde  doit  passer  par 
leur  enseignement,  tandis  que  nos  gymnases  et  nos  lycées 
sont  destinés  à  donner  une  éducation  élevée^  exception- 
nelle. On  ne  s'y  arrête  pas  à  enseigner  le  dessin  géomé- 
trique ;  peu  importe  que  les  jeunes  gens  y  apprennent 
telle  ou  telle  proposition,  ou  qu'ils  étudient  beaucoup  de 
choses  en  peu  de  temps.  Mais  il  importe  qu*ils  appren- 
nent à  raisonner,  à  démontrer,  à  déduire;  ce  ne  sont  donc 
pas  des  moyens  rapides  qu'il  nous  faut,  ni  des  livres  où 
la  géométrie  se  trouve  mêlée  avec  l'arithmétique  ou  l'al- 
gèbre. Euclide  est  le  texte  le  mieux  approprié  à  notre 
but. 

»  Chez  nous,  l'introduction  d'Euclide  dans  les  écoles  a 
rendu  un  autre  service  considérable  :  celui  d'écarter  les 
innombrables  petits  traités,  fabriqués  dans  un  pur  inté- 
rêt de  spéculation, qui  infestaient  naguère  les  écoles,  où  il 
s'agit  surtout  de  prendre  pour  texte  d'enseignement  an 
livre  où  régnent  la  rigueur  scientifique  et  une  bonne 
méthode.  Malheureusement,  en  Italie,  les  mauvais  livres 
sont  ceux  qui  se  vendent  le  moins  cher,  et  de  là  leur 
succès. 

»  Cependant,  notre  orthodoxie  géométrique  n'est  pas 
aussi  exclusive  ni  aussi  intolérante  quecelle  que  combat- 
tent les  auteurs  anglais.  Nous  ne  faisons  aucune  difficulté 
d'AYOuerqvLeles Éléments  ne  sont  pas  sans  défauts;  qu'en 
plusieurs  endroits  ils  auraient  besoin  d'être  corrigés  et 
simplifiés,  ce  qui  n'est  pas,  il  est  vrai,  une  tâche  facile  à 
accomplir.  D'accordavec  notre  excellent  ami,  le  professeur 
Hirst,  nous  accepterions  un  J^uclidreuised^  pourvu  que  ce 
ne  fût  pas  un  Euclid  disfigured^  pourvu  qu'on  y  fit  de  la 
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géométrie,  et  aoD  de  F  arithmétique.  Nous  croyons  aussi 
que  pour  atteindre  le  but  d'une  bonne  éducation  logico- 
géométrîque,  oo  pourrait  se  contenter  des  six  premiers 
livres,  en  adoptant  pour  la  géométrie  de  l'espace  des  mé- 
thodes plus  modernes.  Mais  nous  conjurons  tous  ceux 
qui  ont  à  cœur  les  intérêts  de  la  jeunesse,  de  se  prêter  à 
l'expérience  des  nouveaux  programmes  qui  se  fait  dans 
DOS  écoles.  Nous  n'avons  que  trop  constaté  les  inconvé- 
nients des  changements  trop  fréquents  et  trop  subits  dans 
les  plans  d'études.  Ce  qui  nous  manque,  c'est  précisé- 
ment la  ténacité  anglaise. 
»  MiUn,  le  a4  férrier  1869. 

»  F.  BmoscBi,  L.  Gremonà.  » 


ataU  A  CALCUL  A  DOUBLE  RÉGLIinB, 

DE   M.   PÉRAUT,   NÉGOCIANT  A  NANCY. 


On  ne  peut  se  dissimuler  que  la  règle  à  calcul,  malgré 
les  avantages  évidents  qu'elle  offre  h  tous  les  calculateurs, 
n  a  obtenu  aucun  succès  dans  les  établissements  d'en- 
seignement. S'il  nous  fallait  indiquer  la  cause  de  cette 
défaveur,  nous  serions  peut-être  conduit  à  la  chercher 
en  dehors  des  préoccupations  scientifiques.  Il  nous  suf* 
firaii  de  nous  rappeler  les  étranges  procédés  au  moyen 
desquels  on  chercha  à  acclimater  dans  les  lycées  cette 
innovation  (datant  de  deux  siècles  et  demi),  et  les  som- 
mes consacrées  à  l'achat  des  gigantesques  modèles  que 
les  écoliers  avaient  baptisés  du  nom  de  poutre  à  calcul. 

Aujourd'hui,  on  a  renoncé  à  l'abus  du  calcul  numéri- 
que, et  même  à  son  usage,  et  Ton  est  presque  revenu 
aux  anciens  errements  du  temps  où  professeurs  et  élèves 
eonsidéraient  le  calcul  d'un  triangle  comme  un  tour  de 
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force.  On  est  dès  lors  revenu  à  l'inévitable  Galiet  ou  à 
ses  succédanés,  et  la  règle  à  calcul,  pour  avoir  voulu 
prendre  des  dimensions  exagérées,  s'est  vue  réduite  à 
zéro. 

Ce  n^est  donc  pas  aux  personnes  assujetties  aux  tout- 
puissants  programmes  que  nous  nous  adressons  pour  leur 
recommander  Tingénieux  perfectionnement  apporté  à 
l'invention  de  Gunter  par  M.  Péraux.  C'est  a  tous  ceni 
qui  veulent  appliquer  le  calcul  numérique  à  d'autres  usa- 
ges qu*à  la  réception  aux  écoles  à  programmes. 

M.  Péraux  n*est  ni  un  astronome^  ni  un  ingénieur,  ni 
un  professeur  de  mathématiques.  C'est  un  négociant, 
qui  a  voulu  économiser  le  temps  qu'il  consacrait  aupa- 
ravant à  la  vérification  de  ses  factures..  Ayant  vu  le  parti 
que  les  directeurs  d'usines  tiraient  de  la  règle  logarithmi- 
que, il  a  voulu  en  étendre  l'usage,  et  il  a  été  ainsi  con- 
duit à  y  introduire  un  perfectionnement  notable,  qui, 
sans  en  augmenter  les  dimensions,  en  quadruple  la  puis- 
sance. 

Pour  cela,  M.  Péraux  a  commencé  par  abandonner  les 
complications  apportées  à  la  règle  à  calcul,  en  la  sur- 
chargeant d'indications  diverses.  Il  s'est  borné  à  l'usage 
naturel  de  cet  instrument,  qui  est  d'effectuer  les  multi- 
plications et  les  divisions. 

La  règle  ordinaire,  dans  sa  partie  usuelle,  la  seule  que 
nous  considérions,  se  compose  de  deux  doubles  échelles, 
portées  par  deux  règles,  que  Ton  peut  faire  glisser  Tune 
devant  l'autre.  Les  modèles  ordinaires,  longs  de  a6  cen- 
timètres, permettent  d'atteindre  les  résultats  avec  une 
précision  d'un  trois-centième  en  moyenne. 

M.  Péraux,  sans  augmenter  la  longueur  de  l'instru- 
ment^ l'a  disposé  de  manière  à  obtenir  une  précision 
quatre  fois  plus  grande,  c'est-à-dire  de  j^n  ^^  moins. 
Pour  cela,  il  a  eu  l'ingénieuse  idée  de  replier  en  quatre 
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la  double  échelle,  et  de  disposer  les  divisions  sur  le^r 
deux  bords  d'une  double  réglette,  de  même  que  sur  les 
bords  adjacents  de  la  règle  fine.  Pour  passer  de  Tusagc  de 
la  règle  ordinaire  à  celui  de  la  règle  de  M.  Péraux,  il 
suffit  de  placer  les  deux  réglettes  de  manière  que  le  com- 
mencement de  l'une  coïncide  avec  la  fin  de  l'autre.  On 
aura  alor-s  en  présence  les  mêmes  correspondances  de  di- 
visions qu'au  moyen  de  la  double  échelle  de  la  règle  or- 
dinaire. Ce  seul  précepte  suffira  pour  comprendre  le  ma- 
niement de  la  nouvelle  règle,  lorsqu'on  sera  déjà  exercé 
à  celui  de  Tancienne,  et  des  volumes  écrits  sur  ce  sujet 
ne  remplaceraient  pas  quelques  heures  de  pratique. 

Nous  espérons  que  ces  indications  engageront  les  per- 
sonnes qui  tiennent  à  calculer  promptement,  à  se  procu- 
rer Tinstrument  perfectionné.  Plus  tard,  peut-être, 
pourra-t-il  être  question  de  l'introduire  dans  l'Université. 

HoiJEL. 


BIBLIOGRAPHIE. 


M.  Boncompagni  continue  la  publication  du  Bulletin 
de  Bibliographie  et  d^ Histoire  des  sciences  mathéma^ 
tiques  et  physiques  [Bullettino  di Bibliograjia  et  diStoria 
délie  scienze  matematiche  etjisiche). 

Le  numéro  d'octobre  1868  contient  les  Mémoires  sui- 
vants : 

Manière  de  compter  des  anciens  avec  les  doigts  des 
mains,  d'après  un  petit  poëme  inédit  arabe  de  Chems- 
Eddin  el  Mossouli,  et  le  Tratado  de  mathematicas  de 
Juan  Ferez  de  Moja^  imprimé  à  Âlcala  de  Henares,  en 
JÎyî,  par  M.  Aristide  Marre; 

Sur  la  lettre  de  Pierre  Peregrinus  de  Maricourt,  et 
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sur   quelques  découvertes  et   théories  magnétiques  du 
xiii^  siècle.  Second  Mémoire  de  P.  D.  Timoteo  Bertelli 
Bamabita. 

Le  numéro  de  novembre  est  rempli  par  la  suite  de  ce 
dernier  Mémoire. 

M.  Catalan  nous  a  adressé  un  extrait  des  Bulletins 
de  V Académie  royale  de  Belgique ,  ^^  série,  t.  XXVII. 
n^  a,  qui  contient  un  théorème  intéressant  sur  les  rou- 
lettes. 

Théorème.  —  Soit  une  courbe  ABC  roulant  sur  une 
droite  fixe  DE,  en  entraînant  un  point  M  de  manière  à 
lui  faire  décrire  une  roulette  MM'M",-  soit  ensuite  PPP 
le  lieu  des  projections  du  point  H  sur  les  tangentes  DCE, 
D'C'E'...  à  la  courbe  ACB,  c'est-à-dire  la  podaire  du 
poins  M  [supposé  fixe)  relatiifement  à  cette  courbe 
(supposée  fixe);  soient  C,  M,  P  trois  points  correspon- 
dants de  ces  trois  courbes . 

La  somme  algébrique  des  courbures  de  la  roulette  et 
de  la  podaire,  en  deux  points  correspondants ^  est  égale 
à  Vinv^erse  de  la  distance  comprise  entre  le  point  décria 
ifant  de  la  roulette  et  le  point  oii  la  courbe  roulante 
touche  la  droite  fixe. 

On  conclut  de  là  le  théorème  de  Steîner,  retrouvé  par 
MM.  Mannheim  et  Paul  Serret  (Nous^.  Ann,,  i"  série, 

t.  xvm,p.  341). 

Théoeeme  oe  Steimer.  —  Si  l'on  considère  rare  de 
roulette  engendré  par  un  point  O,  inxfariablement  lié 
à  une  courbe  mobile^  pendant  que  Parc  MN  de  cette 
courbe  roule  sans  glisser  sur  une  droite,  et  Varc  con- 
jugué de  la  courbe  podaire,  lieu  géométrique  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  au  même  point  O  (regardé 
comme  immobile)  sur  les  dii^erses  tangentes  de  Varc  MN 
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(dei^nujixe)y  ces  deux  arcs  conjugués  auront  la  mémt. 
longueur. 

On  peut  aussi  en  déduire  le  théorème  suivant,  plus 
général  que  celui  de  Steîner  et  dû  à  M.  Lamarle. 

THéORàHE  DE  M.  Lamarle.  —  Lorsqu'une  courbe 
plane  ACB  roule  sur  une  droite  ^xe  EF,  il  existe  un 
rapport  constant  entre  la  longueur  de  la  roulette  MON, 
décrite  par  un  point  M  lié  à  la  courbe  roulante  et  la 
longueur  correspondante  de  la  courbe  G'P'H'^  Ueu  des 
points  où  les  tangentes  à  ACB  sont  coupées  ^  sous 
r angle  B,  par  des  droites  partant  de  M.  Ce  rapport  est 
exprimé  par  Végalité 

MON  .    , 

sin^. 


G' F  H' 

J.  B. 


CORRESPONDANCE. 


Dans  une  Note  très-intéressante,  M.  Délègue^  profes- 
seur de  philosophie  au  collège  de  Dunkercpie,  réclame 
pour  Biaise  Pascal  le  droit  de  donner  son  nom  à  \di  for- 
mule du  Binôme;  nous  croyons  que  la  douce  et  vieille 
habitude  persistera,  et  que  Pascal,  en  cela  semblable  à 
Colomb,  sera  éternellement  déshérité;  mais  il  paraît  dif- 
ficile de  ne  pas  se  rendre  aux  preuves  que  produit  notre 
honorable  correspondant,  et  nous  prions  instamment  nos 
lecteurs  de  lire  dans  les  œuvres  de  Pascal  le  Traité  du 
triangle  arithmétique  (3*  vol.,  p.  243,  Hachette);  ils  y 
verront  surtout  la  conséquene  XII,  et,  plus  loin  (p.  266), 
l'usage  du  triangle  arithmétique  pour  trouver  les  puis- 
sauces  des  binômes;  dans  la  conséquence  XII,  Pascal 
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démontre  la  proposition  que  nous  expnmons  aujoiird')iui 
par  la  relation 


ce: 


P  m  — p 


Cette  proposition,  rapprochée  de  ce  qui  est  dit  à  la 
page  ^66,  constitue  évidemment  la  démonstration  com- 
plète de  la  formule  du  Binôme^  et  nous  partageons  com- 
plètement lopinion  de  M.  Délègue  :  nous  regrettons 
vivement  de  ne  pouvoir  publier  en  entier  la  Note  qa  il  a 
bien  voulu  nous  communiquer. 

Selon  M.  Délègue,  c'est  aussi  Pascal  qui,  le  premier, 
a  donné  la  méthode  pour  démontrer  qne  la  différentielle 
de  x^  est  mx^^^dxy  quel  que  soit  Texposant,  entier,  frac- 
tionnaire ou  négatif.  Nous  serons  heureux  de  communi- 
quer à  nos  lecteurs  la  preuve  de  ce  fait,  si  Tauteur  veut 
bien  nous  la  transmettre. 


ERRATA  DBS  TABLES  DE  LOfiARITHMES  DE  SGHROll. 


Page  443)  Tang  39^  58'  10'';  différence  tabulaire  :  au 
lieu  fie  a^S,  lisez  4^8, 

Cette  faute  typographique  a  été  signalée  presque  si- 
multanément par  M.  Grosdemange,  triangulateur  du  ca- 
dastre, et  par  M.  Reynaud,  candidat  à  TÉcole  Centrale. 

Page  6,  Introduction,  1"  colonne,  formule  (9)  :  au 
lieu  deE<^  -y-  >  lisez  E  <^  j-~  • 
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SUR  U  HÉTMU  h'ANALYSB  GtOMKTMtliB  DE  I.  BBLLAVITIS 
(CALCUL  BBS  IQUIPOLLBNGBS); 

Pau  m.  HOtEL, 

Profetseur  de  Mathématiques  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


Depuis  les  immenses  progrès  qu'elle  a  fait  faire  a  l'Ana- 
lyse par  les  travaux  de  Cauchy  et  de  Riemann,  la  théorie 
géomëtrique  des  quantités  complexes  a  pris  rang  dans 
la  science  classique.  Mais  on  ne  s'est  pas  encore  assez 
occupé  des  services  que  peut  rendre  cette  théorie  à  la 
Géométrie  pure  et  à  la  Mécanique,  lorsqu'on  y  considère 
les  grandeurs  géométriques  pour  elles-mêmes,  et  non 
plus  comme  un  système  particulier  de  notations  rempla- 
çant les  notations  ordinaires  de  l'Algèbre. 

Cependant  tout  lecteur  attentif  des  pages  qui  vont 
suivre  restera  convaincu  des  avantages  de  cette  méthode 
comme  procédé  d'Analyse  géométrique,  et  ne  pourra  que 
s'étonner  de  l'indifférence  avec  laquelle  a  été  accueillie 
jusqu'à  ce  jour  la  belle  découverte  de  M.  Giusto  Bellavitis. 
Ce  n'est  pas  que  de  nombreux  travaux  n  aient  été  faits  dans 
la  même  direction.  Mais  aucun  des  auteurs  qui  ont  traité 
ce  sujet  n'a  présenté  la  méthode  avec  autant  d'étendue 
que  le  savant  professeur  de  Padoue,  dont  les  travaux 
remontent  à  l'année  i83a;  aucun  ne  l'a  exposée  sous 
une  forme  aussi  simple  et  aussi  bien  appropriée  au  sujet. 
Aussi  sommes-nous  heureux  de  l'occasion  que  nous  offre 
la  Rédaction  des  Nouuelles  jénnaleSy  d'appeler  l'atten- 
tion des  Géomètres  français  sur  un  instrument  d'Analyse 
qui  peut  être  d'une  si  grande  utilité  tant  au  point  de  vue 
de  l'enseignement  qu*à  celui  des  progrès  de  la  science. 

Ànn.  de  Matkémat,,  i^  série,  t.  VIII.  (Juillet  1869.)  19 
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Nous  avons  cherché  à  exposer  le  plus  brièvement  pos- 
sible les  principes  contenus  dans  les  ouvrages  que  TAa- 
leur  a  bien  voulu  mettre  h  notre  disposition  {*)j  ei  notre 
tache  a  été  grandement  facilitée  par  les  précieuses  indi- 
cations qu'il  nous  a  lui-même  fournies. 

1  •  Carnot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  parle  des 
avantages  que  retirerait  la  Géométrie  de  l'introduction 
d'un  algorithme  représentant  à  la  fois  la  grandeur  et  h 
position  des  diverses  parties  d'une  figure,  de  telle  sorte 
que,  sans  avoir  besoin  de  recourir  à  des  considérations 
géométriques  spéciales,  on  put  obtenir  les  résultats  cher- 
fhés  par  l'application  d'un  calcul  fondé  sur  un  petit 
nombre  de  lois  générales. 

Le  désir  de  Carnot  est  complètement  réalisé  depuis 
trente-cinq  ans  par  le  Calcul  des  éqmpoUences  dû  au 
génie  inventif  de  M.  Bellavitis.  Bien  que  cette  mé- 
thode féconde  ne  soit  pas  encore  connue  dans  notre  pays, 
cependant  les  principes  sur  lesquels  elle  repose  ont  été 
établis  pour  la  première  fois  en  France,  il  y  a  plus  de 
soixante  ans,  par  Argand,  et  développés  ensuite  à  diverses 
reprises  par  les  travaux  de  Français,  de  Mourej,  de 
Saint-Venant,  de  Cauchy.  Nous  pourrions  encore  eiter, 
parmi  les  ouvrages  relatifs  au  même  sujet,  le  Calcul  de 


{*)  Sag/fio  di  applicazioni  di  un  huovo  metodo  di  Geomeiria  tauiUtica 
{Calcolo  délie  Equipollenze);  PadoTa,  i835. 

Saggio  sulV  Algehra  degli  inunaginarii;  Venesia,  i853. 

Spotitione  del  melodo  délie  EquipollenBe  ;  MAdena,  t854. 

Calcolo  dei  Quatemioni  di  W,  B,  Hamilton^  e  sua  relatione  col  melodo 
délie  Equipolleme  ;  Modena»  i858. 

Sposisione  dei  nuovi  metodi  di  Geomeiria  analitica;  Venesta,  t86o. 

Determinazione  numrriea  délie  Radici  immaginarie  délie  e^uaùoni  alge^ 
b  riche;  Venezia,  iS6/|. 

Klemcnli  di  Geomeiria f  di  Trigonomelria  e  di  Geomeiria  anaUlica^  ec.; 
Padova,  186'. 
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situation  de  SchefSer  {*)^  le  Mémoire  de  Siebeck  sur  la 
Représentation  graphique  des  fonctions  imaginaires  (**) , 
le  Calcul  géométrique  de  Dillner  {***),  etc.  La  théorie 
des  qaaternioDs  d'Hamilton  (^^^^)  repose  sur  des  bases 
analogues^  et  peut,  jusqu'à  un  certain  point,  être  regardée 
comme  une  extension  à  l'espace  du  Calcul  des  équipol- 
Itnces.  Les  règles  de  ce  dernier  Calcul  sont  précisément 
let  mêmes  que  celles  du  Calcul  algébrique,  tandis  que 
les  qiiftlernions  exigent  un  algorithme  spécial. 

2.  La  méthode  des  cquipoUences  se  distingue  princi- 
palement par  les  avantages  suivants  : 

i^  L'abondance  des  théorèmes,  qui  découlent  d'un 
principe  unique,  toute  propriété  de  points  placés  en  ligne 
droite  donnant  immédiatement  une  propriété  des  points 
d'an  plan,  dès  que  l'on  change  les  équations  relatives 
aux  premiers  points  en  équipollences  relatives  aux  se* 
conds  -, 

2^  La  facilité  avec  laquelle  on  parvient  à  la  solution 
graphique  des  problèmes  :  pour  les  questions  mêmes  qui 
passent  pour  difficiles,  la  méthode  fournit  directement 
des  solutions  plus  courtes  que  celles  que  l'on  avait  décou- 
vertes par  des  combinaisons  artificielles  de  théorèmes 
géométriques  ; 

3^  La  théorie  des  courbes,  débarrassée  de  tout  système 
spécial  de  coordonnées,  conduit  à  des  formules  plus 
simples  et  en  même  temps  plus  générales,  qui  expriment 


(  ■  )  Der  Situationtkalkul  ;  Brau nschweig,  1 85 1 . 

(**)  Journal/,  d,  r,  u.  ang.  Mathematii,  Btl.  LV,  i858. 

(*♦*)  Geometrisk  Kalkxl;  Upsala,  i86o.  — L'auteur  en  fait  paraître  en 
ce  moment  une  nouyelle  rédaction  dans  Texcellent  journal  qu'il  dirige 
{Tidskriftjor  Matematik  oeh  Frsik;  Upsala). 

(♦**•)  Lectures  on  Quaternions;  Dublin»  i853.  —  Eléments  of  Quater- 
nions;  London,  i866. 
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les  affections  des  courbes,  sans  qu'il  soit  besoin  de  les 
rapporter  à  aucun  système  arbitraire; 

4^  Elle  fournit  le  type  réel  des  quantités  imaginaires, 
par  lequel  sont  pleinement  justifiés  les  calculs  de  TAl* 
gèbre,  de  la  manière  que  Cauchy  regardait  comme  la 
seule  satisfaisante. 

3.  Pour  faire  connahre  la  méthode,  il  nous  faut  don- 
ner quelques  définitions  et  quelques  règles  de  calcul. 
Nous  croyons  inutile  de  nous  arrêter  à  démontrer  la  légi- 
timité des  premières  et  la  justesse  des  secondes,  parce  que, 
le  lecteur  une  fois  convaincu  de  Tutiliié  de  la  méthode, 
il  lui  sera  facile  de  retrouver  par  lui-même  la  démons- 
tration des  principes. 

4.  Définition.  —  Une  droite  désignée,  comme  d'habi- 
tude, par  deux  lettres,  est  considérée  comme  ^rïse  à  par- 
tir du  point  indiqué  par  la  première  lettre  jusqu'au 
point  indiqué  par  la  seconde,  et  Ton  tient  compte,  non* 
seulement  de  sa  grandeur,  mais  aussi  de  sa  direction  (*)* 

D'après  cela,  Kl  et  IK  ne  sont  pas  deux  droites  équi" 
pollenteSj  quoique  l'une  soit  équi  pollen  te  «  l'autre  prise 
avec  le  signe  — ,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  Kl  =  — IK. 

Deux  droites  AB,  DC  sont  dites  équipoUentes  (et 
peuvent  se  remplacer  mutuellement)  dans  le  cas  seule- 
ment où  elles  sont  à  la  fois  égales^  parallèles  et  dirigées 
dans  le  même  st*ns^  de  sorte  que  ABGD  soit  un  parallé- 
logramme. C'est  ce  que  l'on  exprime  en  écrivant 

AB  =  DC,  •  ou     AB  =  —  CD,     ou  encore     AB  -h  CD  =  o. 


{*)  Pour  exprimer  qu'oDe  droile  est  considérée  à  ce  double  point  de 
▼ae,  on  surmonte  quelquefois  les  deux  lettres  qui  la  représentent  d'un 
trait  horizontal  ;  cependant,  pour  simplifier  récriture,  nous  supprime- 
rons ce  trait,  et  il  n'en  pourra  ré^ullor  aucune  équiToqne,  en  ayant  soin 
d'employer  la  notation  gi-  AB  pour  désigner  la  longueur  de  la  ligne  AB. 
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Une  droite  affectée  d'un  coefficient  numérique  conserve 
sa  direction  et  change  de  longueur  proporlionnellcmèiit 
à  ce  coefficient.  Ainsi  Féquipollence 

AB  =  2DM 

signiGe  que  AB  est  parallèle  à  DM  et  dirigé  dans  le  même 
sens,  et  que  la  longueur  de  AB  est  double  de  celle  de  DM. 
Pareillement,  la  formule    . 

AP  =  ^  AB 

veut  dire  que  le  point  P  est  situé  au  tiers  de  AB  (puis* 
que,  sans  cela,  AP  ne  pourrait  pas  être  parallèle  à  AB). 

5.  Défihitioiv.  —  La  somme  géométrique  de  deux  ou 
de  plusieurs  droites  Kl,  DM,.  •  •  s^obtient  en  menant, 
par  un  point  quelconque  O,  une  droite  OP  équipoUento 
à  Kl-,  puis,  par  la  seconde  extrémité  P,  une  droite  PQ 
équipollente  à  DM,  etc.;  la  droite  OQ  sera  la  somme  géo- 
métrique des  droites  Kl,  DM,.... 

De  quelque  autre  point  que  Ton  fut  parti,  et  dans  quel- 
que autre  ordre  que  Ton  eût  additionné  les  droites,  on 
serait  toujours  arrivé  à  une  somme  géométrique  équipol* 
lente  à  OQ. 

La  même  chose  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des 
droites  que  l'on  ajoute  entre  elles. 

6.  Règle  I.  —  Pour  trois  points  quelconques  A,  B,  C, 
on  a  Téquipollence 

AB  -+-  BC  =  AC. 

Cest  là  une  conséquence  de  la  définition  que  l'on  vient 
de  donner  de  la  somme  géométrique. 
Pour  que  Ton  ne  confonde  pas  une  somme  de  cette 
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nature  avec  une  somme  ordinaire,  M.  Bellavitia  emploie, 
au  lieu  du  symbole  =,  un  symbole  particulier,  celui  par 
lequel  les  astronomes  désignent  le  signe  de  la  Balance, 
voulant  peut- être  faire  allusion  à  l'analogie  de  la  som- 
mation géométrique  avec  la  composition  des  forces  en 
Mécanique.  Dans  le  désir  d'éviter  autant  que  possible  Tin- 
troductioD  de  notations  nouvelles,  nous  avons  conservé 
le  signe  d'égalité  ordinaire,  pensant  que  la  confusion  sera 
aussi  sûrement  évitée  au  moyen  de  la  convention  qae 
nous  ferons  d'affecter  une  ligne  de  la  caractéristique  gr 
(abrégé  de  grandeur')  toutes  les  fois  que  cette  ligne  de- 
vra être  considérée  en  grandeur  seulement ,  abstraction 
faite  de  sa  direction. 

D'après  la  Règle  que  nous  venons  d'énoncer,  on  peut 
encore  écrire 

BC  =  AC  —  AB. 

Une  droite  BC  peut  ainsi  être  rapportée  à  un  point  quel- 
conque A.  On  a  encore 

BC  =  AC  -4-  BA,     AB  -+-  BC  -f-  CA  =  o. 

7.  Règle  II.  —  Toutes  les  fois  qu'au  moyen  d'un  cal- 
cul on  arrive  a  une  équipoUence  binôme 

x.AB=j.CD, 

si  Ton  sait,  de  plus,  que  les  droites  AB,  CD  ne  sont  pas 
parallèles,  on  en  conclura  que  les  coefficients  x  etjr  sont 
nuls  séparément. 

En  effet,  si  x  et  j  n  étaient  pas  nuls,  cette  équipol- 
lence  indiquerait  que  les  droites  AB,  CD  seraient  paral- 
lèles, et  que  leur  rapport  est  égal  à  celui  dejrkx.  Ainsi 
une  équipoUence  sert  à  déterminer  deux  quantités  in- 
connues. 

Montrons  l'usage  de  ces  Règles  par  des  exemples  faciles. 


8.  Exempte  I.  —  On  vent  coiwtraire  an    triangle 
ABC(^^.  i),  connaissant  le  centre  de  gravi  té  G,  le  point  F 

Fig.  I. 


P.- ' 


situé  au  quart  du  c6té  AB,  et  Textrémité  E  du  côté  AC, 
prolongé  d'une  quantité  CE  =  AC. 

Les  conditions  du  problème  sont  exprimées  par  les 
équipoUences 

AE  =  aAC,     AF  =  2  ^B,     AG  =  i  (  AB  4-  AC), 
puisque,  M  étant  le  milieu  du  côté  BC,  on  a 

AG  =  ^  AM, 
el 
AM  =  AB  -f-  BM  =:  AB  +  -  BC  =  AB  -4-  1  AC  —  i  AB 

=z  -  (AB  -4-  AC). 

Les  points  inconnus  sont  les  sommets  A,  6,  C.  Eu  éli- 
minant deux  de  ces  points  parla  substitution  dans  la  troi- 
sième équipollence  des  valeurs  tirées  des  deux  premières» 

il  vient 

3AG  — 4AF-<-~AE. 
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Il  faut  pour  cela  que  le  point  inconnu  A  entre  dans  la 
seule  droite  AG.  Or  on  aura,  par  la  Règle  I, 

AF  =  AG  -t-  GF,     AE  =  AG  H-  GE , 

par  conséquent 

3  AG  =  4AG  -I-  4GF  ^.  i  AG  4-  -  GE; 

d'où  Ton  tire 

— -AG  =  4GF-«--GE, 

2  2 

ou 

GA  =  |GF  +  iGE. 

Cette  équipollence  nous  apprend  qu'il  faut  prolonger 

Q 

GF,   de   manière  qu'on   ait  GP=-rGF,  puis  mener 

PA  =  ^  GE  (c'est-à-dire  PA  parallèle  à  GE  et  égal  au 

tiers  de  GE),  et  A  sera  le  sommet  du  triangle  demandé. 
Cherchons,  dans  la  figure  précédente,  dans  quels  rap- 
ports se  coupent  les  deux  droites  BE,  FG  au  point  X. 
Posons  BX  =  j:  .  BE  (ce  qu i  exprime  que  le  point  X  tombe 
sur  la  ligne  BE,  le  rapport  BX  :  BE  =  x  restant  encore 
inconnu),  et  soit  de  même  FX  =  j^.FG.  Par  la  Règle  I, 

on  a 

AX  =  AB  H-  BX  =  AB  -h  ar.BE, 

et  pareillement 

AX  =  AFh-j^.FG. 

Après  avoir  éliminé  AX,  ce  qui  donne 

AB-h:c.BE=  AF  H-j^.FG, 

nous  pourrons,  au  moyen  des  équipoUences  données 

AE:=:2.AC,      AFrir^AR,      AG  =:  ^  {AB    h  AC), 

4  ^ 
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obtenir  ane  ëqnipollence  entre  les  seules  dfoi tes  AB,  AC, 

AB  -+-  2Jr.  AC  —  JP.  AB  =  j  AB  -f-  "l  (AB  -h  AÇ)  —  j  AB; 

et  comme  les  droites  AB,  AC  ne  sont  pas  parallèles^  il 
s'ensuit,  d*après  la  Règle  II,  qu'on  devra  avoir  séparément 


ar—T  — 77  +  7  =  0,      2ar  — -^=0, 


4 


ce  qui  donne 


2 


Par  conséquent  la  droite  FG  coupe  la  droite  BE  en  son 
milieu  X,  et  Ton  a 

FX  =  3FG. 

•9.  Exemple  II.  —  Soient  A  et  B  {fig>  a)  deux  points 
séparés  par  une  rivière^  que  Ton  doit  traverser  sur  un 

Fig.  2. 


poDi  perpendiculaire  aux  deux  rives.  Déterminer  la  po- 
sition XY  de  ce  pont,  de  manière  que  la  somni»^  aritbnié- 
lique  des  longueurs  AX  -f-  XY  -f-  YB  soit  le  plus  petite 
possible. 
LVquipollcnce  (Règle  II) 

AX  f  XY  -f  YB    -  AB 
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peut  s'écrire  scnis  la  forme 

AX  H-  YB  =  AB  —  XY, 

et  comme  la  largeur  XY  de  la  rivière  est  coanue en  gran- 
deur et  en  direction,  nous  pourrons  construire  la  somme 
géométrique 

AB  — XY~AB-+-YX, 

laquelle  sera  AM,  en  menant  BM  =£  YX.  Puis,  dans 
Téquipollence 

AX-f-YB  =  AM, 

ou  voit  que  la  somme  arithmétique  des  longueurs  AX+YB 
sera  minimum,  quand  AX  tombera  sur  AM,  et  que  par 
conséquent  YB  sera  parallèle  à  cette  droite  AM. 

10.  Le  Calcul  des  équipollences  comprend  le  Calcul 
baryceu trique,  dont  Moebius  avait  déjà  montré  les  nom- 
breuses applications.  Ainsi  le  centre  de  gravité  G  des 
trois  points  A,  B,  C  est  exprimé  par  la  relation 

AG  4- BG  4- CG  =  o, 

d  où  l'on  peut  déduire,  au  moyen  de  la  Règle  I  du  Calcul 
des  équipollences,  la  relation 

AG  -f  AG  —  AB  -f-  AG  —  AC  =11  o,     ou     3AG  =  AB  -h  AC, 

dont  nous  nous  sommes  servis  plus  haut. 

Mais  la  partie  de  la  méthode  qui  se  rapporte  aux  pro- 
duits de  droites,  et  qui  s'applique  exclusivemeut  aux 
figures  tracées  dans  un  même  plan,  appartient  entière- 
ment à  M.  Bcllavilis. 

1 1 .  Pour  définir  plus  facilement  ce  qu'il  faut  entendre» 
dans  la  méthode  des  équipollences,  par  un  monôme  formé 
par  la  multiplication  ou  la  division  de  plusieurs  droites, 
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il  est  bon  de  commencer  par  définir  Vinclinaison  d'une 
droite. 

De  même  que  la  grandeur  d'une  droite  s'exprime 
par  un  nombre  rapporté  k  une  unité  linéaire  que 
Ton  cboisit  arbitrairement,  mais  à  laquelle  on  doit  en- 
suite  conserver  constamment  la  même  longueur;  de 
même,  par  inclinaison  d'une  droite  on  entend  l'angle 
que  fait  cette  droite  avec  une  autre  droite  choisie  arbi- 
trairement pour  origine  des  inclinaisons.  De  là  résulte 
qu'un  angle  BAC  est  exprimé  par 

incl  AC  —  incl  AB, 

en  désignant  par  incl  AB  l'inclinaison  de  la  droite  AB. 
Les  angles  sont  considérés  comme  comptés  depuis  la  pre- 
mière lettre  vers  la  dernière,  et  il  faut  avoir  égard  à 
leur  signe.  Ainsi  Tangle  CAB  est  de  signe  contraire  à 
Tangle  BAC,  et  est  égal  k 

ioclAB  — inclAC. 

12.  Cela  posé,  un  monôme  tel  que 

AB.CD 

EF    ' 

par  exemple,  sera  équipollent  à  une  droite  GH,  dont  la 
grandeur  aura  pour  valeur 

{^rABXgrCD 

grEP         ' 

et  dont  l'inclinaison  sera 

inclGH  =  incl  AB  -h  incl  CD  —  incl  EF. 

On  retiendra  plus  aisément  cette  dernière  équation,  en 
la  rapprocbant  de  la  formule  qui  donne  les  logarithmes 
d'un,  produit  et  d'un  quotient. 
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Quand  on  sait  interpréter  un  monôme,  alors,  en  ayant 
de  plus  égard  à  la  définition  donnée  plus  haut  de  la 
somme  géométrique,  on  comprend  la  significalîon  d'une 
équipollence  quelconque  entre  des  polynômes. 

Pour  mieux  expliquer  la  signification  d'un  monôme, 
observons  que  ce  monôme  peut  se  ramener  à  une  suite 
de  proportions.  Si  Ton  fait  en  sorte  que  la  seconde  droite 
ait  une  extrémité  commune  avec  la  première,  en  suppo- 
sant que  la  quatrième  doive  avoir  aussi  une  exlrémité 
commune  avec  la  troisième,  une  proportion  peut  s'écrire 
ainsi 

AB  :  AC  =  OD  :  OX, 

et  cette  équipollence  comprendra  les  deux  équations 

gr AB  :  gr  AC  =  grOD  :  grOX, 
incl  AB  —  incl  AC  =  incl  OD  —  inci  OX. 

Pour  construire  OX,  prenons  sur  AB  la  longueur  AD' 
égale  en  grandeur  à  OD;  formons  le  triangle  AD'X' 
homotfaétique  à  ABC,  de  sorte  que  le  point  X'  tombe 
sur  AC.  Alors  le  triangle  ODX  sera  directement  égal  au 
triangle  AD'X',  en  entendant,  par  directement  ég^X^  que 
Ton  pourra  faire  coïncider  AD'X'  avec  ODX,  en  le  trans- 
portant dans  son  plan,  sans  retournement. 

13.  En  réfléchissant  attentivement  sur  les  définitions 
que  nous  avons  admises,  on  reconnaît  qu'elles  n'im- 
pliquent aucune  contradiction,  et  que  les  équipollences 
peuvent  se  traiter  absolument  comme  les  équations,  et 
conduiront  toujours  à  des  résultats  exacts  quand  on  les 
interprétera  conformément  aux  principes  de  la  méthode. 
Il  s'ensuit  de  là  que  toute  équation  relative  aux  points 
d'une  droite  peut  se  changer  en  une  équipollence  relative 
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aux  points  d'un  plan^  en  ayant  soîii  de  tenir  compte  du 
signe  de  chaque  droite*  En  voici  un  exemple  : 

Entre  quatre  points  A,  B,  C,  D  en  ligne  droite  (fig»  3), 
on  a  la  relation 

AB.CD  +  AD.BC  +  AC.DB  ==  o 

(remarquons que,  si  BC,  CD  sont  positifs,  DB  sera  négatif)  ; 
ce  qui  se  démontre  en  observant  que  CD  =  AD  —  AC, 
BC  =  AC  —  AB,  DB  =  AB  —  AD,  et  qu  en  substituant 

Fig.  3. 


ces  valeurs,  la  relation  devient  identique.  On  démontrera 
de  la  même  manière  que,  pour  quatre  points  A,  B, 
C,  D  d*un  plan,  on  a  l'équîpollence 

(i)  AB.CD  4-  AD.BC  H-  AC.DB  =  o. 

Pour  la  construire,  on  peut  imaginer  qu'elle  soit  divisée 
par  une  droite  OH,  prise  pour  origine  des  inclinaisons  et 
pour  unité  de  longueur  (cette  ligne  OH  pouvant  être  une 
quelconque  des  lignes  AB,  CD, . . .).  Les  trois  termes  de 
l'équipollence  pourront  de  cette  manière  exprimer  les 
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côtés  LM,  MN,  NL  d'un  triangle,  puisque  Ton  a,  par  la 
Règle  I, 

LM-hMN4-NL  =  o. 

Pour  interpréter  celte  équipoUence  (i),  ainsi  que  toute 
autre  équipoUence  trinôme,  nous  poserons  la  Règle  sui- 
vante : 

1i.  Règle  III.  — Si,  dans  une  équipoUence  trinôme, 
deux  termes  ont  une  égale  inclinaison,  la  grandeur  de 
l'autre  terme  sera  égale  à  la  somme  des  grandeurs  des 
deux  premiers. 

En  effet,  si  inclLM  =  inclMN  (fig*4)y  les  trois  poinu 

Fig.  4. 

L  M  2ï 

i i 

L,  M,  N  seront  en  ligne  droite  (au  lieu  dk  former  un 
triangle),  et,  par  suite, 

grNL  =  grLM-hgrMN. 

Si,  au  contraire,  les  inclinaisons  de  deux  termes  de 
Téquipollence  diflèrent  de  90  degrés,  le  triangle  LMN, 
dont  les  côtés  sont  respectivement  équipol lents  aux  termes 
de  TéquipoUence,  sera  rectangle,  et  les  grandeurs  de  ses 
côtés  satisferont  au  théorème  connu;  c'est-à-dire  que,  si 
incl LM  —  incl  MN  =  ±  90**,  on  aura 

(NL)^  =  (LM)^4-(MN)». 

Si  les  inclinaisons  des  trois  termes  forment  une  pro- 
gression arithmétique,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

incl  LM  ^  incl  MN  =  incl  MN  —  incl  NL, 
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le  triangle  LMN  sera  isoscèle,  et,  par  conséquent,  on 
aura 

grLMr=grNL. 

Si  enfin  on  a 

incl  LM  —  inci  MN  =  1 20**,     inci  MN  —  inci  NL  =  1 20®, 

ces  différences  étant  égales  aux  angles  extérieurs  en  M  et 
en  N  du  triangle  LMN,  ce  triangle  sera  équilatéral,  et, 
par  suite,  on  aura 

grLM  =  grMN  =  grNL. 

15.  Appliquons  cette  Règle  k  Téquipollence  précé- 
dente (1).  Si  les  deux  premiers  termes  ont  des  inclinai- 
sons égales,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

incl  AB  -h  incl  CD  =r  incl  AD  -f-  incl  BC, 

en  remarquant  que 

incl  AD  —  incl  AB  =  angle  BAD, 
incl  CB  —  incl  CD  ==  angle  DCB, 

il  viendra 

angle  BAD  +  angle  DCB  =  incl  CB  —  incl  BC  =  i8o<>. 

Donc^  si  la  somme  de  deux  angles  opposés  d*un  quadri- 
latère est  égale  à  iSo**,  on  aura,  par  la  Règle  en  question, 

gr(AB.CD)-hgr(AD.BC)=:gr(AC.DB), 

ce  qui  donne  le  théorème  connu  de  Ptolémée. 

Si,  au  lieu  de  cela,  dans  le  quadrilatère  ÂBCD,  les 
deux  angles  opposés  BAD,  DCB  ont  pour  somme  90^ 
ou  270^,  on  aura,  par  la  seconde  partie  de  la  Règle, 

gr(AB.CD)'  -h  gr(AD.BC)'  ~  gr(AC.DB)'. 
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Si  les  trois  poinis  B,C,  D  (Jig.  5)  sont  en  lignedroite, 


et  que,  de  plus,  on  ail  angle  BAC  =  angle  CAD  =  6o^ 
il  viendra  alors 

incl(AB.CD)  ->  incl(AD.BC) 

=  iwr\  AB  -4-  incl  CD  —  inci  AD  —  inci  BC 
=  incl  AB  —  incl  AD  =  —  1 20*». 

En  outre, 

incl(AD.BC)  —  incl(AC.DB) 

=r  incl  AD  —  incl  AC  H-  incl  BC  —  incl  DB 
=  60°  —  180"  =  —  120*»; 

donc,  en  vertu  de  la  dernière  partie  de  la  Règle  HI,  nous 
aurons 

gr(AB.CD)  =  gr(AD.BC)  =gr(AC.DB); 

d'où  il  résulte  ensuite  que  (BC,  -  BD,  CD  étant  trois 

droites  en  progression  arithmétique)  AD,  2AC,  AB  se- 
ront en  progression  harmonique. 

16.  La  méthode  peut  encore  servir  à  démontrer  les 
théorèmes  de   la    Géométrie    élémentaire.   Ainsi,    par 
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exemple,  si  à  la  droite  AC  {Jig*  6)  on  mène  les  dem 
perpendiculaires  égales  et  opposées  C6,  CD,  on  a 

AB  =  AC  -4-  CB,     AD  =  AC  4-  CD; 

Fiff.  6. 


d  OÙ,  à  cause  de  CD  =  —  CB, 

AB.AD  i=:  AC.AC  -h  CB.CD. 

Les  deux  termes  du  second  membre  ont  des  inclinaisons 
égales,  puisque 

go»  =  incl  CB  —  incl  AC  =  înci  AC  —  incl  CD  ; 

par  conséquent 

gr(AB. AD)  =  gr(AB)»  =  gr(  AC)»  -h  gr(CB)^ 

17.  Donnons  encore  un  exemple  de  problème. 
Construire,  sur  une  base  donnée  AB  {Jig,  7),  un 


triangle  ABX,  connaissant  le  piH>du]t  de  ses  côlés  AX, 
BX,  et  la  différence  BAD  des  angles  à  la  base,  ce  qui  rc- 

inn.  de  Maihêmat.,  !>«  série,  t.  VIII.  (Juillet  1869.)  20 
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vient  à  dire  que  Ton  doit  avoir 

angle  DAX  =  angle  XBA» 
ou 

inci  AX  —  incl  AD  =  incl  BA  —  inci  BX. 

On  pourra  donner  à  AD  une  longueur  telle,  que  les  deux 
conditions  du  problème  soient  exprimées  par  Téquipol- 
lence 

AX.BX  =  AD.BA. 

En  écrivant  AX  —  AB  au  lieu  de  BX^  la  droite  AX  sera 
donnée  par  une  équipollence  du  second  degré,  qui,  réso- 
lue à  la  manière  ordinaire,  donne 


AX  -^  i  AB==  i/ j  (AB  y  -h  AD  .BA. 

En  prenant  AC  =  -  AB,  AE  =  a  AD,  il  vient 

AX  —  AC  =  v^AC(AC  — AE), 
ou 

ex  =  Vac.ec  =  v/cÂTcÊ, 

ce  qui  nous  montre  comment  on  doit  construire  la  ligne 
ex,  qui  est  bissectrice  de  l'angle  ACE,  et  moyenne  pro- 
portionnelle entre  CA  et  CE. 

18.  Les  conventions  adoptées  jusqu'ici  ne  sont  pas 
suffisantes  pour  exprimer  que  les  angles  sont  égaux  et  de 
signe  contraire,  que  les  triangles  sont  égaux  et  inverse- 
ment placées  (ou  symétriques^  comme  on  les  appelle, 
c'est-à-dire  quMls  ne  peuvent  coïncider  qu  après  le  relour- 
ment  du  plan  de  Tun  d'eux),  etc. 

M.  Bellavitis  appelle  conjuguée  d'une  droite  ou  d'uue 
figure,  la  droite  ou  la  figure  qne  Ton  obtient  en  faisant 
faire  à  la  première  une  demi-révolution  autour  d'une 
droite  parallèle  à  celle  que  Ton  a  prise  pour  origine  des 
inclinaisons. 
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Ainsi  y  si  OH  {Jig*  8)  est  l'origine  des  inclinaisons,  en 
menant  AK  parallèle  à  OH,  et  construisant  le  triangle 


Fig.  8. 


AKB'  ifwenemenl  égal  au  triangle  AKB,  la  droite  AB', 
ainsi  que  toute  autre  qui  lui  sera  éqnipollente,  sera  dite 
cotquguée  de  AB,  ce  que  Ton  écrira  ainsi  : 

AB'  =  coDJ  AB. 

Il  est  évidtAt  que  Ton  a 

fr(conj  AB)  =  gr  AB, 
incl(eoDJAB)  =  —  inclAB. 

U  est  est  facile,  en  oalr«,  de  s'assurer  que  Ton  a  cette 
Règle  : 

19.  Règle  IV.  —  £n  même  temps  qu'une  équipollence 
donnée,  a  toujours  lieu  aussi  sa  conjuguée,  laquelle  s'ob- 
tient en  remplaçant  chaque  droite  pur  sa  conjuguée. 

Le  produit  de  deux  droites  conjuguées  entre  elles  est 
égal  au  carré  de  leur  grandeur  commune,  et  a  une  incli- 
naison nulle,  c'est-à-dire  que 

AB.copj  AB  =  gr(AB)% 

Une  droite,  divisée  par  sa  conjuguée,  donne  p^ur  quo- 
tient l'unité,  avec  une  inclinaison  double  de  celle  de  l^i 
droite,  c'est-à-dire  que 

g^l ^-717  I  ='i      inclf r— n  I  =  ainclAB. 


(  3o8  ) 
La  Botnme  géométrique  d'une  droite  et  de  sa  conjuguée 
a  une  inclinaison  nulle,  et  est  égale  an  double  de  la  pro- 


jeciion  de  la  droite  sur  Ta^e  d'inclinaison  nulle,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a  (fig.  g) 

AB  +  C0DjAB  =  2iAG. 

On  voit  encore  que 

AB  —  coBJ  AB  =  B'B  =  2GB, 

dont  Tinclinaison  est  de  90  degrés. 

20.  Le  problème  suivant  va  montrer  l'usage  de  cette 
Règle. 

Trouver  le  sommet  commun  X  de  deux  triangles  inver- 
sement semblables  (Jig*  10),  dont  on  donne  les  bases 
AD,  BC. 

fig.  10. 


(  3o9  ) 
La  similitude  est  exprimée  par  les  deux  équations 

grAX  :  gr  AD  =  grBX  :  grBC, 
angle  DAX  =  —  angle  CBX. 

Cette  dernière  peut  s'écrire 

încl  AX  —  incl  AD  =  — (incIBX  —  inclBC) 

=  incl  (conj  BX)  —  incl  (conj  BC), 

ctTonToit  par  là  que  les  conditions  du  problème  sont 
données  par  Téquipollence 

AX  :  AD  =  conj  BX  :  conj  BC. 

En  y  faisant  conj  BX  =  conj  ÂX  —  conj  AB^  on  a,  en  dé- 
veloppant, 

conjBG.  AX=  AD.conj  AX  **  AD. conj  AB, 

et,  en  même  temps  que  cette  équipollence,  a  lieu  sa 

Gonjnguée, 

BC.  conj  AX  ==  conj  AD •  AX -— Gonj  AD .  AB. 

Entre  ces  équipollences,  nous  pourrons  éliminer  conj  AX, 
et  nous  aurons,  pour  déterminer  AX,  FéquipoUence 

(AD.  conj  AD  —  BC.  conj  BC)  AX 
=  AD(AB.conjAD  +  BC.conjAB). 

En  prenant  pour  origine  des  inclinaisons  la  droite  ÂB, 
il  vient  incl  AB  =  o,  AB  =  conj  AB^  et  si  Ton  détermine 
la  droite  AE  =  conj  AD  (c'est-à-dire,  si  Ton  construit  le 
triangle  ABE  inversement  égal  à  ABD),  et  que  Ton  mène 
EF  =  BC,  on  aura 

(  AD .  conj  AD  —  BC .  conj  BC)  AX 
=  AB .  AD  (conj  AD  +  BC  ) 
=:  ÀB.AD{AE -+- BC)  =  AB.AD.  AF. 
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Pour  construire,  d'après  cela,  la  ligne  AX,  il  suffira 
de  déterminer  son  inclinaison.  Or,  comme  chacun  des 
produits   AD.conjÂD,   BC.conjBC  a  une  inclinaison 
nulle>  on  aura  alors 

incl  AX  =  inci  (  AB .  AD .  AF  )  r=  incl  AD  -+-  inci  AF 
=  —  incl  AE  -h  incl  AF  =  angle  BAF. 

On  aura  donc 

angle  BAX  =;:  angle  ËAF. 

21 .  OH,  01  étant  deux  droites  égales  et  perpendicu- 
laires entre  elles»  si  Ton  multiplie  une  droite  par  le  rap- 
port Tr=|t  on  ne  fera  qu'augmenter  Tindinaison  de  90  de- 
grés, et,  si  Ton  réitère  cette  multiplication,  on  aura 


©•"=-- 


Donc  le  rapport  —  se  calcule  précisément  comme  le  ^—1 

de  TAlgèbre.  M.  Bellavitis  indique,  pour  abréger,  ce 
rapport  par  un  signe  particulier,  que  noas  remplacerons 
ici  parla  lettre  1,  généralement  employée  en  Analyse  pour 
désigner  le  symbole  ^ — 1 . 

Il  est  conforme  aux  principes  du  calcul  que  l'^.AB 
exprime  une  droite  égale  à  AB  en  grandeur,  et  dont  l'in- 
clinaison surpasse  celle  de  AB  de  u.po^,  u  pouvant  être 
fractionnaire. 

Lorsqu'on  prend  la  conjuguée  d'utie  équipollence, 
chaque  1  se  change  en  —  1,  et  chaque  i*  en  ( —  «)*  ou  t"**. 

Le  symbole  i|,  employé  par  Cauchy,  d'après  Français 

s 

VI  Mourcy,  est  identique  avec  i""  . 

22.  Pour  exprimer  Taire  d'un  triangle  ABC  (*),  on 


(*)  A  partir  d'ici,  le  lecteur  est  prié  de  faire  la  flgure. 
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rencontre  Texpression  de  AC,  qui  est  la  droite  AC  ra- 
battue autour  de  AB.  On  a 

grAC'  =  grAC, 
incl  AC—  incl  AB  =  incl  AB  —  incl  AC 

=  incl  (conj  AC)  —  incl(conj  AB). 

Ces  deux  équations  sont  comprises  dans  Tëquipollence 

.^,      AB.conjAC 

AL  =  : — -- — • 

conj  AB 

On  en  tire,  P  étant  le  milieu  de  CC, 

conj  AB .  PC  =  -  conj  AC .  CC 

=  -  (  AC .  conj  AB  —  AB .  conj  AC). 

Le  premier  membre  a  pour  grandeur  a  ABC,  et  pour 
inclinaison  —  incl  AB  -f-  incl  PC  =  90®.  En  divisant 
donc  les  deux  membres  par  a/,  il  en  résulte 

ABC  =  7  (AB.conjAC  ~  AC.conjAB), 
4 

expression  qui,  d'après  la  Règle  I,  peut  s'écrire 

ABC  =  7  (AB.conjBC  — conjAB.BCj. 
4 

23.  Faisons  quelques  applications  de  cette  formule. 

En  parcourant  le  périmètre  d'un  polygone  ABCDE, 
on  a  mesuré  ses  côtés  et  leurs  inclinaisons  sur  le  méri- 
dien magnétique.  Pour  calculer  Taire  ABCDE,  on  observe 
qu^elle  est  la  somme  des  triangles  ABC,  ACD,  ADE,  et 
que,  par  suite,  elle  a  pour  expression 

7(AB.conjBC  -h  AC.conjCD-h  AD.conjDE—  les  termes  conj.). 
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D'après  la  Règle  I,  aux  diagonales  AC,  AD  on  peut  substi- 
tuer les  sommes  géométriques  AB+BC,  AB+BC+CD, 
d'où  il  résulte  que  la  formule  nous  apprend  que  Faire  du 
pentagone  est  la  somme  de  six  triangles,  dont  chacun  a 
deux  côtés  équipollents  à  deux  des  côtés  AB,  BC^  CD, 
•DE  (en  omettant  EA). 

Si  des  sommets  du  polygone  ABC  on  mène  les  droites 
équipoUentes  entre  elles  AA^  =  BB'  =  CC,  la  somme 
algébrique  des  aires  des  triangles  ABA',  BCB',  CAC  est 
toujours  nulle,  car  elle  est  exprimée  par 

2  (AB.conjAA'-i-BGcoDJBB'-f.GA.oQnjCC'-- lestermescoDJ.), 

cl  Ton  a 

AB  -4-  BC  -t-  CA  =  o. 

(  La  suite  prochainement,  ) 


SMIITIONS  DE  QIII8TI0NS 
PROPOSÉBS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  894 

(voir  :i*  lérle,  l.  VII,  p.  «ag). 

Étant  donné,  sur  un  plan  P,  un  triangle  quelconque 
AUC,  construire  avec  la  règle  et  le  compas  le  côté  du 
triangle  équilaiéral  dont  ABCÎ  est  la  projection  sur  le 
plan  P.  (LiowwET.) 

Nous  résonnons  ici  la  solution  que  donne  M.  E.  Jas- 
seron,  élève  de  spéciales  à  Besançon. 

Concevons  dans  l'espace  le  triangle  équilatéral  A'B'C 
dont  le  triangle  ABC  est  la  projection  orthogonale;  le 
centre  (y  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C  aura 
pour  projection  le  point  de  concours  0  des  médianes  du 


(3i3) 
triangle  ABC.  Ce  point  O  est  donc  le  centre  d'une  ellipse 
circonscrite  au  triangle  ABC  ;  le  demi-grand  axe  de  cette 
ellipse  est  donc  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  A'B'C.  On  construira  donc,  par  un  procédé  bien 
connu,  le  demi-axe  d'une  ellipse  dont  on  connaît  le 
centre  o,  et  trois  points  A ,  B,  C  -,  soit  a  ce  demi-axe  ;  a  sera 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  inconnu 
A'B'C;  le  côté  de  ce  triangle  équilatéral  inconnu  sera 
donc  a  ^ ,  et  pourra  être  construit  au  moyen  de  la  jigle 
et  du  compas. 

i'®  Bemarque.  —  Il  nous  semble  essentiellement  utile 
de  constater  qu'un  problème  est  résolu  par  la  règle  et  le 
compas,  lorsque  la  solution  définitive  résulte  de  la  com- 
binaison d'un  nombre  limité  de  droites  et  circonférences 
graphiques,  bien  que  le  raisonnement  conducteur  ait  pu 
employer  comme  intermédiaires  des  lignes  plus  compli- 
quées. 

îï*  Remarque^  —  Si  une  ellipse  circonscrite  au  triangle 
ABC  doit  avoir  pour  centre  le  point  O  de  concours  des 
médianes  ou  le  centre  de  gravité  du  triangle,  OA  est  la 
longueur  du  demi-diamètre  conjugué  à  BC,  et  la  tan- 
gente en  B  coupe  le  diamètre  OA  en  un  point  T  opposé  au 
point  A  relativement  au  centre  O  et  tel,  que  OT=:  a  OA; 
cette  même  tangente  rencontre  le  diamètre  conjugué  à 

OA  en  un  point  V  tel,  que  OV  =  -  BC;  par  suite,  le 

demi-diamètre  dirigé  suivant  OV  a  pour  longueur  -^  î  o» 

connaît  donc  les  directions  et  longueurs  d'un  système 
de  diamètres  conjugués ,  et  l'on  peut  déterminer  les 
longueurs  des  axes  par  Fun  quelconque  des  procédés 
connus. 

•  Hftie.  ^  M<  Andry  a  résolu  la  même  question  à  peu  prèe  de  la  même 

manicre. 


(  3«4  ) 

Question  901 

(  voir  a*  lérte,  t.  VllI,  p.  4&); 

Pab  m.  MOREI., 

Répétiteur  à  Sainte-BariM. 

Lorsqu'une  ellipse  en  roulant  sans  glisser  sur  une 
droite  a  fait  un  tour  entier^  Tare  décrit  par  le  foyer  est 
égal  à  la  circonférence  ajant  pour  diamètre  le  grand 
axe. 

On  sait  que  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre  est  le  lieu  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  foyers  sur  les  tangentes.  Ce  théorème 
est  donc  un  cas  particulier  du  suivant,  dont  nous  trou- 
vons renoncé  dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  de 
M.  Bertrand,  p.  aS,  et  que  nous  allons  démontrer  : 

Lorsque  d^un  point  O,  situé  dans  le  plan  d^ une  courbe 
plane,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes 
à  cette  courbe f  la  longueur  d^un  arc  de  la  courbe.  Heu 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires ^  est  égale  à  celle  de  ht 
courbe  engendrée  par  le  point  O,  lié  invariablement  à 
la  courbe  donnée  pendant  que  Varc  correspondant  de 
celle-ci  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe. 


Je  prends  la  droite  A  X  sur  laquelle  roule  la  courbe, 
et  je  prends  une  tangente  BY  assez  voisine  du  point  A 


(  3.5  ) 
pour  que  AB  se  conibnde  avec  cette  tangente.  Soient 
P  et  Q  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O  sur 
les  tangentes  AX  et  BY.  Il  faut  démontrer  que  PQ  =  OC, 
Cy  étant  la  nouvelle  position  du  point  O,  déterminé  de 
'  la  manière  suivante  :  Dans  le  roulement,  le  point  Q  vient 
en  on  point  Q  de  la  tangente  tel  que  AQ^=  AB+  BQ$ 
pnis  on  a  (y(^=  OQ  et  perpendiculaire  à  AX. 

Le  trianglerectangleOPQ'nousdonneOP^OQ^cosa^ 
en  négligeant  les  infiniment  petits  dn  premier  ordre, 
OP=OQ',  en  négligeant  les  infiniment  petits  d*ordre 
supérieur. 

Les  deux  triangles  OPQ  et  O'Q'O  sont  donc  égaux, 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux 
chacun  a  chacun,  donc  OCy=:  PQ, 


Question  902 

( f olr  1*  térto ,  t.  VDl,  p.  45 )  ) 

Par  m.  a.  LâISANT, 

Capitaine  du  Génie  à  Nantes. 

Tout  cube  parfait  augmenté  deZ^  4ou(i  unités  d'un 
ordre  quelconque  nest  pas  un  cube  parfait. 

(Jos.   JOFFROY.) 

Mous  proposons  de  remplacer  l'énoncé  ci-dessus  par  le 
suivant,  plus  général  : 

Tout  cube  parfait  augmenté  de   "i,  ^  ou   5  unités 
d^ ordres  quelconques  n^est  pas  un  cube  parfait. 

Cela  revient  à  prouver  Timpossibilitédes  équations 
10"+  io"'-f-io'»"  =  a*—  b^y 

10" -H  lO'^-f-  lO""-*-  IO»"'=rt^—  b\ 

10" -h  IC'-MO*"-!-  IO'''"-|-IO«*'r=«^—  b\ 

io''-+-io'''-f-io'«"4-  lo^'^H-  io'"*4-  lo-'^^rt*—  b\ 


(3i6) 

Or,  a*  est  d*une  des  formes  mg^  niq  +  i  ou  mq  —  i, 
6*  également.  Donc  a'  —  b^  est  d'une  des  formes  mq  ou 
mq±i  on  mqdz2.  Mais  les  premiers  membres  des 
équations  ci-dessus  sont  des  formes  /n^ -f- 3,  iTif +  4) 
mq  +  5  ou  mq  +  6.  Il  y  a  donc  impossibilité. 

Ajoutons  les  énoncés  suivants  tout  à  fait  analogues, 
et  dont  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer 
les  démonstrations  : 

1^  Une  sixième  puissance  augmentée  de  a,  3,  4?  ^y 
6  ou  7  unités  d'ordres  quelconques  ne  peut  donner  une 
sixième  puissance; 

2°  La  somme  de  deux  sixièmes  puissances  ne  peut  être 
égale  à  celle  de  3,  4)  S»  6,  7  ou  8  unités  d^ ordres  quel- 
conques ] 

3^  Dans  le  système  duodécimal,  la  différence  de  deux 
cinquièmes  puissances  ne  peut  être  égale  à  la  somme  de 
3,4)  5,  6,  7  ou  8  unités  d'ordres  quelconques  ; 

4^  Dans  le  système  de  base  B,  si  B  —  i  est  premier,  la 

différence  de  deux  puissances  de  degré ne  peut  être 

égale  à  la  somme  de  3,  4  v9  ^  —  4  unités  d'ordres  quel- 
conques; 

5^  Dans  la  même  hypothèse,  la  différence  de  deux  puis- 
sances de  degré  B  —  2  ne  peut  être  égale  à  la  somme  de 
2,  3,...,  B  —  3  unités  d'ordres  quelconques,  et  la  somme 
de  deux  puissances , du  même  degré  ne  peut  être  égaie  k 
celle  de  3,  4» •••9  B  —  2  unités  d'ordres  quelconques. 

6^  Dans  le  système  de  base  B,  la  différence  de  deux  puis- 
sances de  degré  cp  (B  —  i)  ne  peut  être  égale  a  la  somme 
de  2,  3,...,B  —  3  unités  d'ordres  quelconques,  et  la 
somme  de  deux  puissances  du  même  degré  ne  peut  être 
égale  à  celle  de  3,  4v9  B— 2  unités  d'ordres  quel- 
conques; 

7^  Dans  le  système  de  base  fi,  la  somme  (ou  la  diffé- 


rence)  de  denx  puissances  de  degré  ~  f  (6  —  i)  ne  peut 

êure  égale  à  la  somme  de  3,  4  vm  ^  —  4  unités  d'ordres 
quelconques. 

N.  B.  —  Rappelons  que,  dans  ce  qui  précède ,  f  (x) 
représente  le  nombre  des  entiers  premiers  à  xet  non  su- 
périeurs à  ce  nombre. 


Question  908 

(foir  1*  térte.  t.  VIII.  p.  47  et  m  ); 

Par  m.  MOREL, 

Répétiteur  à  Sainte-Barbe. 

Soit  un  quadrilatère  inscnptîble  ABCD.  Si  je  consi- 
dère un  triangle  fomté  par  trois  sommets  de  ce  quadri- 
laière,  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  qua- 
trième sommet  sur  les  cotés  du  triangle  considéré  sont 
sur  une  ligne  droite  XY.  Cela  poséy  démontrer  : 

I®  Que  les  quatre  droites  XY  que  Von  peut  construire 
en  groupant  trois  à  trois  les  quatre  sommets  A,  B,  C,  D  ^e 
coupent  en  un  point  K  ; 

21°  Que  ce  point  est  un  point  commun  aux  quatre 
cercles  des  neuf  points  des  quatre  triangles^  et  que,  par 
suitCj  si  un  sommet  se  meut  sur  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  formé  par  les  trois  autres,  le  lieu  du 
point  K  sera  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

(E.  Lbmoihe.) 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  ferons  usage  des 
deux  lemmes  suivants,  qui  nous  feront  connaître  la  posi- 
tion assez  remarquable  du  point  K. 

Lemme  7.  —  Lorsque,  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère 
inscrit  comme  cordes,  on  décrit  des  circonférences,  les 


(3.8) 
quatre  points  d^inlersection  de  ces  circonférences  sont 
snrune  même  circonférence  de  cercle. 

Lemme  II.  —  Soit  un  triangle  ABC  et  O  le  centre 
du  cercle  circonscrit,  on  a  OAB  =  OBA,  OAC  =  OCA, 
OBC  =  OCB  ;  et  réciproquement  si  Ton  prend  trois 
droites,  telles  que  deux  d'entre  elles  soient  égafanmt 
inclinées  sur  Tun  des  côtés  du  triangle,  ces  trois  droites 
se  coupent  en  un  même  point,  qui  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

Cela  posé,  je  vais  démontrer  que  les  quatre  droites  XT 
passent  par  ie  centre  d'un  cercle  que  je  vais  déterminer. 


^S'.„ 


Soit  le  quadrilatère  inscrit  ABCD.  Pour  abaisser  des 
perpendiculaires  du  point  D  sur  les  cÀté»  du  triangle 
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ABC,  je  décris  sar  DC  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence qui  coupe  la  diagonale  AC  au  point  F,  et  la  dia- 
gonale DB  au  point  E;  si  sur  AD  comme  diamètre  je 
décris  une  circonférence,  elle  passera  par  le  point  F,  et 
coupera  la  diagonale  DB  au  point  G,  qui  sera  de  même 
sur  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  AB.  On  voit 
ainsi  que  le  quadrilatère  EFGH  est  inscriptible.  Je  dis 
que  les  lignes  XT  passent  par  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  ce  quadrilatère.  En  effet,  Tangle  KGE  est 
égsà  à  BGN  oti  au  complément  de  ABM  ^  Tangle  KEG  est 
égal  à  BGN  ou  au  complément  de  LDC  :  or  IDC  =  ABN  ; 
donc  KGE  =  KEG. 

On  verrait  de  même  que  KHF  s=  KFH  (*). 

De  même,  Tangle  DAH  =  DBC  -,  donc  AH  +  AP=  BG, 

•-.     !•         1     ir  Ar»  HG -f- HAP 

et  par  suite  I  angle  KAG,  qui  a  pour  mesure j 

est  égal  à  l'angle  KGH,  qui  a  pour  mesure 1 • 

Enfin,  on  a 

KGF-f-NGF=:2dr., 

KFG-f-MFG  =  2dr. 

Or  je  dis  c^e  Ton  a 

NGF  =  GFM. 

En  effet,  on  a  aussi 

EGF  -4-  KGE  -♦-  FGN  =  adr., 
MFG  H-  HPG  -f-  KFH  =  adr., 

ou,  en  remplaçant  KGE  et  KFH  par  leurs  valeurs  égales 
NAB  et  MDC,  on  doit  avoir 

EGF  H-  NAB  =  HFG  H-  MDC. 

(*)  Nous  désignons  ici  par  K  le  point  dMntersection  de  deux  quel- 
conques des  quatre  lignes  considérées»  sans  affirmer  que  ce  point  soit 
unique. 
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Or,  (le  l'égalité  des  angles  ABP  et  MDC,  BAN  et  DCL, 
on  tire  , 

AP       BN 
MC~DL' 

on  a  aussi 

AB  _  AP 
DE~MC' 

donc 

AP  -+•  AH  -H  BN  _  AB 
MC-4-DE-4-DL"~Ca' 

Donc  la  somme  EFG  4-  NÀB  =  HFG  -h  MDC,  et,  par 
suite,  NGF  =  MFG;  donc  KGF  =  KFG.  Les  droites 
PH,  NG,  MF  se  coupent  donc  en  un  point  unique  K,  qui 
est  le  centre  du  cercle  EFGH.  c.  q.  f.  d. 

Maintenant,  si  je  prends  les  pieds  des  hauteurs  E,R,M 
du  triangle  DBC,  le  point  K  est  sur  le  cercle  qui  passe 
par  ces  trois  points.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire 
voir  que  EKM  et  MRE  sont  supplémentaires. 

Or  EKF  =  1 80°  —  aKFE  j  l'angle  KFE  a  pour  mesure 

lEF-h-FM. 
2  2 

Les  lignes  ER  et  RM  étant  également  inclinées  sur 

le  diamètre  DC,  d* après  un  théorème  connu,   Tangle 

intérieur    ERM  aura  pour    mesure   EF  -t-  FM  \   donc 

ERM  =  2  KFE,  et,  par  suite, 

EKF  -f.  ERM  =  iSo^. 

c.    Q.    F.    D. 
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Question  916 

(  Yolr  a*  série,  t.  VIII ,  p.  93  ) ; 

Pab  M"«  Olga  ERMANSKA  , 

Institutrice  à  Strasbourg. 

TrowerVenx^eloppe  des  ellipses  d'aire  constante  dont 
les  axes  ont  la  même  direction,  ces  ellipses  étant  concen- 
triques* 

(C.  HaAkemi,  de  Saint-Pétersbourg.) 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  communs 
à  tontes  les  ellipses. 

Soit  irX^  la  surface  constante  donnée,  les  carrés  des 
demi  -axes  seront 

a* 

L'équation  des  ellipses  sera,  a  désignant  le  paramètre 
variable, 

h*  .  ♦ 

a' 

oa,  comme  a*  n'est  jamais  nul, 

(1)  A^«>-htf*r'— «'A*  =  o. 

J'aurai  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a  entre  l'équa- 
tion (i)  et  Téquation  (a),  dérivée  de  la  première  par  rap- 
port k  a,  on  je  supprime  le  facteur  a  a, 

(2)  2fl«j'  =  AS 

d'où,  en  remplaçant  a*  par  la  valeur  qui  provient  de  cette 
équation  dans  Téquation  (i), 

Cette  dernière  équation  représente  les  deux  hyperboles 

ÀHH.  de  Mmthém.,  3<  série,  t.  VHl.  (  JuiUet  1869.)  2 1 


(  3m  ) 
équilatères  conjuguées 


xy=z  —, 

2 


xr=--. 


On  peut  arriver  géométriquement  au  même  résultat. 

Soient  OA  (^)  la  diagonale  du  rectangle  construit  snr 
les  axes  d'une  des  ellipses;  M  le  point  où  OA  coupe  cette 
ellipse,  je  mène  MP,  MQ,  parallèles  à  Oj  et  à  Ox. 

Tai  évidemment 

surface  OPMQ:=^  A'. 

Si  maintenant  je  mène  en  M  la  tangente  à  Fellipse,  D 
et  C  étant  les  points  où  elle  (la  tangente)  coupe  Ox 
et  Oy,  j'ai,  comme  on  voit  facilement, 

DM  =  CM. 
De  plus, 

surface  OGD  =  a  surface  OPMQ  =  consunte. 

DoncDC  est  tangente  en  M  a  une  branche  d'hyperbole 
ayant  Ox  et  Oy  pour  asymptotes  :  cela  d'après  un  théo- 
rème connu. 

Donc  l'ellipse  est  tangente  en  M  à  cette  même  hy- 
perbole. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  quatre  branches  d'hyper- 
bole équilatères  situées  dans  les  angles  yOx^  /'Ox, 
yOx\  x'Oj'. 

On  peut  facilement  trouver  l'équation  d'une  de  ces 
hyperboles. 

En  effet,  l'équation  de  la  branche  située  dans  j^Ox  est 

arjr  =  MP.MQ=  ~. 
(*)  Le  lecteur  eit  prié  de  faire  la  (Ignre. 
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Pour  la  branche  située  dans^'Oar',  on  a 

xr=(-MP)(^MQ)  =  ^. 

Donc,  enfin,  le  lieu  se  compose  néellement  de  deux 
hyperboles  équilaières. 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Foutei,  qui  nous  a  envoyé 
une  solution  très-simple  de  la  même  question,  fait  re- 
marquer qu'on  peut  facilement  résoudre  sans  plus  de 
difficultés  le  problème  plus  général  que  voici  : 

Troui^er  V enveloppe  des  ellip$es  concentriques  à  nire 
constante  ayant  deux  diamètres  conjugués  communs  en 
direction. 

HfUe,  >-  Nous  aYons  reçu  d'uitres  lolutions  très^Kmnes  de  MM.  Goisel; 
de  Mirtree;  t^ulbaraud,  élève  du  lycée  Napoléon  ;  H.  É.,  du  collège  Sta- 
niftlas;  et  Capotin,  du  lycée  de  Douai;  Paul  Magué,  du  lycée  de  Lyon; 
Garet,  du  l||Q^  de  Clermont-Ferrand;  Morel,  répèateur  à^inte-Karbe; 
Auguste  Janl^  de  Grenoble  (classe  de  tf.  Bernard);  Willière. 


Question  924 

(T0lcrièrié,t.Vl1l,  p.96): 

Par  m.  Abtkur  MILLASSEAU, 

Élève  du  lyeée  de  Douai. 

Par  un  point  pris  sur  la  dé^loppée  d'une  parabole^ 
on  mène  les  normales  à  la  parabole.  Par  le  point  et 
ks  pieds  de  ces  normales,  on  fait  passer  un  cercle.  On 
demande  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  lorsque  le  point 
décrit  la  développée.  (  Paillotte .  ) 

Les  pieds  des  normales  i  la  parabole  menées  par  un 

ai. 


(  3^4  ) 
point  P(oE,  |3)  sont  donnés  par  les  intersections  de  la 
parabole 

avec  la  courbe 

Les^  des  points  d'intersection  sont  données  par 

Cette  équation  doit  avoir  deux  racines  égales^  dolicle 
pl^emier  meihbre  doit  être  divisible  pat* 


Nous  obtenons  le  quotient 


r-y^|/'(«-/^}r-5A'(«-/')=o, 

a?ec  la  condition 

Les  pieds  des  normales  sont  donnés  par  rintersection 
des  deux  courbes 

^«— 2/wr=:o, 


y'—yj\p^^  —  p)r  —  \p[^—p)  =  ^* 

ou  par  les  intersections  (B,  C)  des  deux  courbes 

^p^  —  ylp(<^  —  p)r  —  ^p{f^—p)  =  o. 

Cette  dernière  équation  est  la  polaire  du  point  A  d'in- 
tersection des  deux  tangentes  aux  points  B  et  C,  par 


(3a5) 
rapport  h  la  parabole.  Or  le  quadrilatère  ÂBCP  est  in~ 
scriptîble;  le  centre  se  trouve  donc  au  milieu  de  ÂP.  Si 
nous  appelons  x^t  j'o  les  coordonnées  du  point  A,  les 
coordonnées  or,  j  du  centre  seront  déterminées  par  . 

2x  =  a  H- x„ 
Et  nous  avon$,  pour  déterminer  x^jjr^^  les  deux  équations 

*.  =  —  ?(«—/»). 


r.  =  v/g/' 


(«-/»). 


Pour  avoir  le  lieu  du  centre,  nous  avons  à  éliminer  a,  |3, 
x,,^^  entre  les  cinq  équations 

a7^p'=8(a-p)S 

2J?  =  X9  -*-  Sy 


Nous  avons 


d'i 


r^^y^pi^^  —  ph 


*.=  — :,  (çt  — ;i). 


a  =  2(3x  —  /?), 


ou 


Noos  avons  donc  pour  Téquation  du  lieu 

^lPy^J  —  y^p{'^'-p)j=^T^S{ax^p)\ 


(  3a6  ) 
Transportons  rorigine  au  foyer  de  la  parabole,  noiu  au- 
rons pour  Téqualion  du  lieu 

Nous  trouvons  les  deux  courbes  du  troisième  ordre 

La  première  possède  un  point  dotible  isolé;  la  seconde 
possède  un  point  double  ordinaire.  Ces  deux  courbes 
touchent  Taxe  des  y  à  Torigine.  Les  branches  infinies 
sont  des  branches  paraboliques  ayant  pour  axe  Taxe 
des  j^. 

Cherchons  le  lieu  du  centre  du  cercle  passant  par  les 
pieds  des  normales  et  par  le  sommet. 

Quand  on  considère  les  normales  menées  d'un  point 
(a,  /3),  les  pieds  de  ces  normales  peuvent  être  donnés  par 
Tintersection  de  la  parabole  proposée 

avec  le  cercle 

Les  coordonnées  du  centre  sont  ici 

p  -h  a 

.r  =r  ^ » 

2 

Or  le  point  (a,  (3)  est  sur  la  développée;  donc 


En  éliminant  a  et  j3  entre  ces  trois  équations,  nous  an* 
roDS  le  lieu  décrit  par  le  centre  :  ce  lieu  est  la  courbe 

Cette  courbe  est  tout  à  fait  analogue  à  la  développée  de 
la  parabole. 
Si  nous  cherchons  le  lieu  du  point  A,  nous  trouvons 

c  est-à-dire  une  parabole  située  à  gauche  de  Taxe  des  y 
et  dont  le  paramètre  est  le  huitième  du  paramètre  de  la 
parabole  proposée.  Nous  concluons  de  là  le  théorème 
suivant  : 

«Si  un  point  se  meut  sur  la  développée  et  si  ton  mène 
les  normales  à  la  parabole  par  ee  point,  le  pôle  de  la 
droite  ifui  joint  les  pieds  des  normales  se  meut  sur  une 
parabole  homethétique  de  la  parabole  proposée  et  dont 
le  paramètre  est  le  huitième  de  celui  de  la  première  pa- 
rabole. 

Reprenons  Téquation  de  la  droite  BC 


Dans  cette  équation^  on  peut  considérer  [a  —  p)  comme 
une  indéterminée  :  soit  a  —  p  =  X*.  L*équation  de  BC 

devient 


^/?V+y^j/7>/- 2/?X: 


L'enveloppe  de  cette  droite  est 

2    ,    4 
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OU 

Nous  avons  encore  une  parabole  située  &  gauche  de  0/ 
et  dont  le  paramètre  est  double  de  celui  de  la  parabole 
proposée. 

A/b<e.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Brocard,  sous^ieutenaot 
du  Génie  à  Mets;  Niebylowski,  élève  de  l'École  Normale;  Prosper  Pélissier, 
élève  du  collège  Chaptal;  Andry,  élève  à  Sainte^Barbe  ;  Paul  Endrès, 
élève  du  lycée  de  Douai. 


Question  934 

(  voir  2*  série,  t.  VIII.  p  uo  ): 

Par  mm.  BROCARD  et  GRASSAT, 

■  Sous-lieuteqants  du  Génie  à  Metz. 

Les  centres  de  courbure  d^une  spirale  d*Archimède 
qui  correspondent  à  des  points  situés  sur  un  même  rayon 
vecteur  appartiennent  à  i^ne  même  elUpse, 

(G.    FOURET.) 

Prenons  pour  origine  le  pôle  de  la  courbe,  pour  axe 
des  X  l'axe  polaire,  et  pour  axe  des  j^  une  droite  perpen- 
diculaire menée  par  l'origine. 

Désignons  par  «  l'angle  que  fait  la  droite  fixe  OA 
avec  Ox;  par  ^  Tangle  de  la  normale  en  un  point  M  de 
la  courbe  avec  Ox]  par  p  le  rayon  vecteur  OM,  parR 
le  rayon  de  courbure  en  M.  On  aura 

jc  =  p  cosa  —  R  cos^, 
/=r  p  sina  —  Rsinp. 
Maiii 


(3^9) 
et 


n 


a=:p-4- V 


V  étanl  l^augle  que  f^it  la  tangente  en  M  avec  le  rayon 
vecteur.  Si  Ton  désigne  cosa  par  m  et  sîna  par  /i,  on 
aura  finalement 

x=r  mat»  —  a  •  (m»  -+-  /i), 

w'  H-  2  ' 

r  =;=  /lâ u  —  a ( /i »  —  m). 


ou  encore 

a 


2 


[mw-^  «(w'-f- 1)], 


En  changeant  &>  eu  oi)  +  sKtt,  on  aura  les  divers  points 
cherchés.  En  éliminant  ensuite  K  ou  o),  on  aura  une 
courbe  qui  les  renferme.  Or,  on  lire  de  ces  équations  les 
suivantes  : 

my-'  nx=  ~4-; ^, 


a» 

mx  -\-  nyzzz 


Par  un  changement  des  axes  de  coordonnées,  on  peut 
ramener  ces  équations  à  prendre  les  formes 


X 

== 

/i{»*-f-i) 

«'-4-2    ^ 

Y 



â6> 

ÊlimiDant  co,  on  a  Tellipse 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  LÎGOLI  IILITAIRB 

(ANNÉE  181»). 


Composition  mathématique. 

1^  Enoncer  et  démon  irer  le  théorème  qui  donne  la 
surface  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière,  plane, 
tournant  autour  d*un  axe  situé  dans  son  plan  et  passant 
par  son  centre,  ainsi  que  le  théorème  qui  donne  la  me- 
sure de  la  zone  sphérique. 

"i?  Calculer  la  surface  de  la  zone  à  une  base  engendrée 
par  un  arc  de  a3^  27' 34^9  8)  sachant  que  la  circonférence 
d'un  grand  cercle  de  la  sphère  â  laquelle  appartient  la 
zone  vaut  4^  000  000  de  mètres. 

3°  On  donne  un  demi-cercle  terminé  par  le  diamètre 
AB,  un  point  P  sur  ce  diamètre,  et  l'on  demande  de  me- 
ner par  ce  point  P  une  droite  qui  divise  le  demi-cerde 
en  deux  parties  telles,  que,  si  Ton  fait  tourner  la  figure 
autour  du  diamètre  AB,  les  volumes  engendrés  par  cha- 
cune de  ces  parties  soient  équivalents. 


Èpu. 


re. 


\^  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  hexagone  régulier. 
Le  côté  de  la  base  vaut  3i  millimètres,  et  la  hauteur  du 
prisme  est  quintuple  du  côté  de  la  base.  Une  face  latérale 
coïncide  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  les  arêtes 
latérales  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  3o  de- 
grés. On  demande  de  construire  les  projections  horizon- 
tale et  verticale  de  ce  prisme. 

7?  Soit  O  le  point  milieu  de  celle  des  deux  arêtes  laté- 
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raies  supérieures  qui  est  le  plus  en  avant  du  plan  vertical 
de  projection.  Considérea  les  points  situés  sur  les  arêtes 
latérales  et  qui  sont  à  la  même  distance  du  point  O,  dis* 
tance  ^ale  au  double  du  côté  de  la  base;  joignez  chacun 
de  ces  points  au  point  voisin  situé  sur  Tarëte  suivante; 
vous  obtiendrez  ainsi  une  ligne  polygonale  tracée  sur  la 
surface  du  prisme.  Cela  posé,  on  demande  de  construire 
les  projections  de  cette  ligne. 

PIttLIGATIONS  RiCENTES. 


Tliéorie  mathématique  des  Opérations  Jinancièi^s^  par 
HippoLYTs  Cbirlob.  —  I  vol.  grand  in-8,  Paris, 
Gauthier-Villars,  1869.  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

La  scieuce  de  VActiiary,  qui  a  été  cultivée  en  Angleterre, 
(Iq>uls  \e  commencement  de  ce  siècle,  par  un  grand  nombre 
d*honiines  éminents,  et  qui  a  pris  dans  ces  derniers  temps  une 
extension  considérable,  est  encore  peu  répandue  en  France  : 
son  nom  même  ii*a  pas  d^équîvalcnt  dans  notre  langue.  Elle  a 
pour  objet  l'application  des  mathématiques  aux  opérations  finan- 
cières, aux  assurances  de  toute  espèce,  à  la  statistique  morale  et 
matérielle^  et  généralement  à  toutes  les  questions  d'économie 
sociale,  dont  les  éléments  sont  assez  nettement  définfs  pour  sup- 
porter une  analyse  rigoureuse.  Elle  devait  naître  et  se  déve- 
lopper dans  le  pays  classique  de  la  haute  banque,  des  grandes 
affaires,  des  spéculations  à  longue  portée  ;  mais  elle  s'acclima- 
tera sans  doute  parmi  nous,  à  mesure  que  nous  avancerons 
dans  la  voie  du  progrès  économique,  où  nous  sommes  défini- 
tivement entrés.  On  doit  donc  savoir  gré  aux  personnes  qui 
s*eiïorcent  de  nous  initier  à  des  théories  dont  les  applications 
deviennent  chaque  jour  plus  fréquentes. 

M.  Charlon  a  écrit  en  quelque  sorte  le  premier  chapitre  de 
la  science  dont  nous  venons  d'esquisser  le  programme  :  il  s'est 
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indiquer.  Ge  qu'il  y  a  de  plus  important  à  noieri  a«i  pomi  de 
vue  pratique,  c^e&t  qu'on  ne  peut  pas  faire  usage  de  la  vie 
moyenne  m  de  la  vie  proittbie  (selon  une  erraur  trop  répan- 
due) pour  calculer  la  valeur  d'une  obligation,  d'après  un  taux 
assigné  :  il  faut  recourir  pour  cela  à  un  autre  élément  que 
M.  Charlon  appelle  la  vie  nMUhématiqmy  et  qu'il  donne  le 
moyen  de  déterminer. 

Quant  au  cakol  de.  la  parité  des  valeurs,  c^est  le 
qu'ont  journellement  à  résoudre  les  arbitragistes^  On  af 
parité  d'une  valeur  A,  par  rapport  à  une  autre  valeur  B,  le 
prix  que  devrait  coûter  A  d'après  le  taux  correspondnnt  au 
prix  connu  de  B.  La  partie  difficile  du  problème  consiste  à  cal- 
culer le  taux  correspondant  au  prix  connu  de  la  valeur  B  :  le 
résultat  doit  être  obtenu  avec  une  grande  précision,  parce  que 
de  très-légères  variations  dans  ce  résultat  en  produiraient  d'asscs 
fortes  dans  le  prix  des  valeurs  qui  en  dépendent.  M.  Charion 
donne  pour  cet  objet  des  formules  et  des  méthodes  qui  ne  lais- 
seraient rien  à  désirer  si  les  tables  qu'il  reproduit  à  la  fin  de 
son  ouvrage  étaient  disposées  de  manière  à  faciliter  les  interpo- 
lations. Malgré  cette  légèra  imperfection,  cet  ouvrage  se  recom- 
mande également  aux  praticiens  de  la  finance,  et  aux  personnes 
qui  s^occupent,  par  goût,  des  questions  intéressantes  que  son* 
lèvent  la  constitution  et  la  circulation  de  la  fortune  mobilière 
d'un  grand  pays.  Cs.  Smoir. 


PAGlILTfi  DES  SCIENCES  DE  PAB1&. 

LICENCE    ES   SCIENCES   MATHÉMATIQUES. 


Session  du  5  juillet  1869. 


1  "  Question.  —  Trouver  une  fonction  z  de  deux  va- 
riables X  et  y  qui  se  réduit  à  zéro  pour  x  =  a  et  qui 
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satisfah  à  Tëquation  aux  dérivées  partielles  : 

a*^  Question.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point 
matériel  sollicité  par  deux  forces  dirigées  vers  un  centre 
fixe,  Tune  attractive  et  variant  proportionnellement  à 
la  distance,  Tautre  répulsive  et  variant  en  raison  inverse 
du  cube  de  la  distance. 

On  appliquera  les  formules  en  supposant  la  vitesse 
initiale  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial. 


«IIISTIONS. 


949.  Trouver  toutes  les  courbes  planes  pour  lesquelles 
la  projection  de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  est  con- 
stante. On  compte  la  normale  du  point  de  la  courbe  à  une 
droite  fixe  donnée,  et  le  rayon  vecteur  du  point  de  la 
courbe  à  un  point  fixe  pris  pour  pôle. 

Les  coniques  donnent  une  solution  particulière. 

(Gehocchi.) 

950.  Démontrer  que  le  produit  des  deux  séries 
I           I       I  I       1.3    ,  I       1.3.5    , 

-  H X  H 7  7  X'H : — ^  y— 7.  X»  -4-  .  .  .  , 

a        fl  -f-  2  2  <ï-4-42.4  rt-f-02.4-0 

1  1.3    ,       1.3.5    , 

2  2.4  2.4-D 

est 


•A 


B-ha  (a-h2)(a -+-4) 

(^4-i)(fl4-3)(i»  +  5)^^  ^        1 
(«  +  2)  (« -1-4)  («4-6)*         "'J' 

(Hermite.) 
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951 .  Démontrer  la  formule 


I  1  I  ;r        I  XI  X 

' =  -  rang-  -\-  --  tang--  -h  —  taiig  —  4- . . 

(Laisant.) 


95S.  Démontrer  la  formule 


smjr  XXX 
=  cos  -  cos  —  cos —  • 

X  0.        2*        1^ 


(Laisant.) 


953.  i^  Trouver  deux  entiers  n  et  p(n<^p)  tels, 
qu'on  ait 

l-+-2-+-...-hll=:(«-+.|)-4-...-h/>. 

Ce  problème  revient  à  Fun  quelconque  des  deux  sui- 
vants : 

Trouver  un  entier  tel  y  que  son  carré  augmenté  de  i  soit 
égal  au  double  d'un  carré  ; 

Ou 

Trouver  deux  entiers  consécutifs  tels,  que  la  somme  de 
leurs  carrés  soit  égale  à  un  carré. 

a®  Trouver  deux  eniiers  n  et  p  tels,  qu^on  ait 
I  -f-  2  -h . . .  -h  «  =  /?'. 

Ce  problème  revient  k  Tun  quelconque  des  deux  sui- 
vants : 

Trouver  un  entier  tel,  que  son  carré  diminué  de  i  soit 
égal  au  double  d'un  carré  \ 

Ou 

Trouver  deux  entiers  consécutifs  tels,  que  la  somme  de 
leurs  carrés  soit  égale  à  un  carré  augmenté  de  i . 

(Laisant.) 
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Sm  U  MÈnOBB  D'ANALYSE  6fiOMÉTRI0lil  DE  I.  BELLAVITIS 
(GALGIL  DBS  ÈQOIPOLLENCES) 

(sotte  el  fin,  Toir  s*  lérie.  t.  VIII.  p.  289); 

Par  m.  HOiJEL, 

Professear  de  Mathématiques  à  la  Facalté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


2i.  Maintenant  que  nous  avons  exposé  tous  ]es  prin- 
cipes du  calcul  des  équîpoUences,  nous  pouvons  donner 
quelques  applications  à  la  solution  graphique  des  pro- 
blèmes de  géométrie. 

I.  En  un  point  donné  A,  construire  un  triangle  AXY, 
semblable  à  un  triangle  donné,  et  dont  les  sommets  X,  Y 
soient  aux  distances f^  g  d^un  point  donné  O. 

Con naissant  la  forme  du  triangle  AXY,  on  connaît 
par  conséquent  le  rapport      i 

AY 

tant  par  sa  grandeur  n  que  par  son  angle  XAY  =  oc,  ei 
la  Règle  I  nous  donnera  les  équipollences 

OA  4-  AX  =  OX,     OA  -+-  /»!«.  AX  =  OY. 

En  éliminant  AX,  il  vient 

OY  —  m*.  OX  =  OA  —  /««.  OA. 

Le  second  membre  de  cette  équipollence  deviendra  OU, 
si  Ton  construit  la  droite  AU  =  m*.  AO,  ce  qui  veut  dire 
que  le  triangle  AOU  est  semblable  au  triangle  donné  (au- 

Ann,  de  Uathémai.,  a«  série,  t.  VIII.  (Août  1869.)  22 
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(|iiel  AXY  doit  être  s(*fnblable).  Ensuite,  réquipoUence 

OY  —  /ii«.  OX  =  OU, 

comparée  à  Tideutité 

OY  —  UY  =  OU, 

nous  montre  que  sur  la  droite  OU  on  devra  construire 

un  triangle  OUY,  dont  on  connaît  les  longueurs  g,nj 

AU 
des  deux  côtés  OY  et  UY  =  nj=zf—--  Ayant  trouvéT, 

on  achèvera  facilement  le   triangle   AYX,  directement 
semblable  à  AUO. 

Plusieurs  autres  problèmes  se  résolvent  comme  le  pré- 
cédent, en  les  ramenant  à  une  équipollence  trinôme,  qui 
contient  deux  inconnues. 

II.  Couper  deux  droites  données  AD,  BE  par  une 
troisième  XY,  de  manière  que  les  segments  AX,  BY,  XY 
soient  dans  le  même  rapport  que  les  lignes  AD,  BE 
et  l* unité  de  longueur. 

Nous  aurons 

AX  =  /.AD,      BY  =  r.BE,     XY  =  r.i«, 

u  étant  Tinclinaison  inconnue  de  XY.  En  substituant  ces 
valeurs  dans  Téquipollence 

AX  -h  XY  4-  YB  =  AB, 
il  vient 

r.  AD  H-  r.i"  —  r.  BE  =  AB. 

Si  Ton  mène  DU  équipoUente  k  EB,  cette  relation  prend 
la  forme  trinôme 

1.  AB  —  i"=  AD  —  BE  =:  AU. 

r 

En  comparant  celle-ci  A  Tidentité 

AV  — VU  =  AU, 
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elle  nous  indique  de  couper  en  V  la  droite  ÂB  par  un 
arc  décrit  du  centre  U,  et  d'un  rayon  égal  à  Tunité  de 
longueur,  après  quoi  Ton  aura 

AB_  AX 
AV  "^  ad' 

de  telle  sorte  que  BX  sera  parallèle  à  VD,  et  XY  parai* 

lèle  i  VU  =  i\ 

III.  Inscrire  dans  un  cercle  un  quatirilalère  XYZT, 
de  manière  ifue  les  trois  côtés  XY,  YZ,  ZT  passent  res- 
pectivement parles  points  A,  B,  C,  et  que  le  quatrième 
côte  TX  ait  une  longueur  donnée. 

Soit  OH  le  rayon  que  nous  prendrons  pour  origine 
des  inclinaisons^  et  supposons  les  sommets  du  quadrila- 
tère déterminés  par  les  relations 

OX  =  f».  OH,     OY  =  //.  OH,     OZ  =  /'.  OH,     OT  =  /'.  OH. 

La  condition  pour  que  AXY  soit  une  droite  est  donnée 
par  Téquipollence 

OA  —  é'.On  =p{OA  —  //.OH). 

Au  moyen  de  sa  conjuguée 

conjOA  —  i-'.OH  =/?(conjOA  —  i-/.OH  ), 

on  éliminera  p,  ce  qui  donnera 

,,  OA  — //.OH 

^'  OH  — //.conjOA 

On  trouvera  de  même 

OB  — r'.OH 


(3)  I 


OH  — /■.conjOB 
OC  — l'.OH 


OH  —  l'.conjOC 

22. 
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En  désignant  maintenant  par  $  Parc  TX,  on  aura 

4)  /'  =  /'-*. 

On  exécutera  les  substitutions  de  ces  équipollences  les 
unes  dans  les  autres,  en  faisant  les  constructions  sui- 
vantes : 

5)  AA.  =  -OB,     HH.  =  -?^:^^. 

après  quoi  Téquipollence  (a)  donnera,  par  la  substitu- 
tion dans  (i), 

OA,  4-/».0H, 
conjOH,  4-  /*.conjOA, 

En  combinant  cette  dernière  avec  (3),  et  posant 

té^\           A  A        Q» "Q^        nu-  OA..conjOC 
(b)  A,Aj= — — — 9       H, H,—  — 1 

on  aura 

OA, —  l'.OH, 


coDJ  OH,  —  l'.conjOA» 
Substituant  enfin  la  valeur  (4)9  et  faisant 

(7)         OW  =  On,-l-/*.coniOH„     OU  =  ^5j2^, 
"'  **  conjOA, 

on  aura 

conjOAi 

Cette  ëquipoUence,  comparée  avec  la  relation 

OX  -f-  XU  =  OU, 

nous  apprend  que  le  point  X  s'obtiendra  en  coupant  le 
cercle  donné  par  un  autre  cercle  égal,  ayant  pour 
centre  U. 

Les  équipollences  (5),  (6),  (7)  indiquent  clairement  la 
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construction  qu'il  faut  faire.  On  mènera  AA|  équipollent 
à  BO;  on  construira  le  triangle  OÂK  inversement  sem- 
blable k  OHB,  et  Von  mènera  HH|  =  KO^  on  formera  les 
triangles  OHiLi,  directement  semblable  à  OHC,  et 
0A|  K]  inversement  semblable  au  même  tiîangle  OHC, 
et  Ton  mènera  AjA,  ==  OL,,  HjHt  =  OKi.  Soit  la  corde 
HI  du  cercle  égale  au  côlëTX  du  quadrilatère  cherché. 
Menons  OW  perpendiculaire  à  cette  ligne  HI  et  ayant, 

par  conséquent,  pour  inclinaison  -  S,  et  coupons-la  de 

telle  manière  que  HiW  soit  égal  à  0H|.  Enfin,  ayant 
construit  OWU  inversement  semblable  à  OA|H,  la  droite 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  OU  coupera  le  cercle 
donné  au  sommet  X  du  quadrilatère  cherché. 

La  direction  du  rayon  CXI  est  arbitraire.  En  la  faisant 
coïncider  avec  OC,  les  triangles  OHC,  OH»  Lj»  OAj  Ki  se 
réduisent  à  trois  droites  coupées  proportionnellement. 

25.  Si  O  est  un  point  fixe  et  que  CM  dépende  d*une 
variable  réelle  1  au  moyen  de  Téquipollence 

OM=<p(r), 

tous  les  points  M  formeront  une  ligne. 

L'équîpoUence  comprend  les  divers  systèmes  de  coor- 
données. Ainsi,  si 

OM  =  a:  -h  r/, 

et  que  X  et  /  soient  des  fonctions  de  t,  ou  bien  quelles 
soient  liées  entre  elles  par  une  équation,  on  aura  le  sys- 
tème des  coordonnées  orthogonales.  Si 

OM  =  r/", 

r  et  u  seront  les  coordonnées  polaires.  Du  reste,  OM 
pourra  être  représentée  de  toute  autre  manière;  ainsi, 
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par  exemple,  la  relation 

OM  =  ar  +  hi' 

exprime  évidemment  la  génération  d'une  cycloïde; 

OM  =  ai'  -f-  Af", 

* 

celle  d'une  épicycloïde. 

Soit  M'  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  de  M, 
et  correspondant  à  la  valeur  t-^  dt  àe  la  variable  indé- 
pendante. La  droite 

MM'  =  OM'  —  OM  =  £/.0M 

aura  pour  direction-limite  celle  de  la  tangente.  Si  Ton 
multiplie  d.OM.  par  un  facteur  réel  quelconque  p,  Téqui- 
poUence 

MT=/>.i^0M, 
ou,  si  Ton  veut, 

m-p—^ 

représentera  un  point  quelconque  de  la  tangente,  en  don- 
nant successivement  à  la  variable  p  toutes  les  valeurs 
réelles.  Si  Ton  ne  veut  considérer  que  la  direction,  on 
pourra  supposer,  pour  plus  de  simplicité,  p  =  i, 

Sî  Ton  augmente  Tinclinaison  de  la  tangente  d'un 
angle  droit,  en  multipliant  la  valeur  de  MT  par  /,  on  aura 
Téquation  de  la  normale 

M]N=i>.</OM,     ou     MN  =  /««^^. 

Ainsi,  Téqualion  du  cercle  étant 
OM  =  tf/% 
celle  de  la  tangente  sera  [à  cause  de  r/.t'  =  idt,i^  (n**  20)] 
Mï  =  /«./', 
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et  celle  de  la  normale 

26.  Pour  montrer  quelques  applications  des  équipol- 
lences  aux  courbes,  considérons  la  relation 

OM  =  cosr.OA  +  sin/.OB, 

qui  appartient  a  une  ellipse  rapportée  à  deux  demi^lia- 
mètres  conjugués  OÂ,  06.  La  tangente  au  point  M  est 
donnée  par  la  droite  MT,  qui  est  la  dérivée  de  OM  par 
rapport  à  la  variable  £,  savoir  : 

„^      rf.OM  .      ^. 

MT=  — 7—  =  — smf.OA  +  ros^.OB. 
dt 

Si  Ton  cherche  le  point  Q  ou  la  tangente  rencontre  O  A 
prolongé,  il  faudra  prendre  la   somme  géométrique  de 

OM  et  de  —  MT- >  ce  qui  donne 

cosr         ^ 


OQ 

=:cos/.OAH-sinf.OB  H 

cosr 

OA- 

sinr. 

OB 

=  -^  OA. 
cosr 

La  droite 

0N  = 

—  sih/.OA+  cos/ 

.OB, 

équipoUenteà  la  tangente  précédente  MT,  donne  un  antre 
point  N  de  Tellipse,  en  changeant  seulement,  dans  l'ex- 
pression de  OM   f  en  — ht.  Les  droites  OM,  ON  sont 

a 

aussi  deux  diamètres  conjugués. 
Il  est  facile  de  s*assurer  que  Ton  a 

OM'-f  ON^  — OA'-hOB^ 
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Par  conséquent,  les  deux  points  F,  Fi,  tels  que  Ton  ait 

OF,  =  —  OF,     OF'  =  OM'  -h  0N% 

n*stenl  toujours  les  mêmes,  quels  que  soient  les  demi- 
diamètres  conjugués  OM,  ON  que  Ton  considère.  LVqui- 
pollence  précédente  donne 

ON»  =  OF»  —  0M>  =  (OF  —  OM)  (OF  -h  OM) 
=  MF(OM  —  OF.)  =  MF.  F,  M, 

de  laquelle  on  conclut 

gr»ON  =  grMF.grF,M, 
2  inci  ON  =  inci  MF  -h  inci  F,  M  ; 

et  comme  ON  est  parallèle  à  la  tangente  en  M,  il  sVii- 
suit  de  là  que  cette  tangente  sera  bissectrice  de  Tanglc 
formé  par  un  rayon  vecteur  MF  et  le  prolongement  de 
l'autre  Fi  M.  En  outre,  le  carré  du  demi-diamètre  ON, 
conjugué  de  OM,  est  égal  au  produit  des  deux  rayons 
vecteurs  MF,  MF,. 

Pour  déterminer  les  foyers,  connaissant  deux  diamètres 
conjugués,  on  pourra  construire 


of  =  y/oa(oa-.^'), 


cVst-à-dire  que,  ayant  fait  le  triangle  OBD  directement 
semblable  à  OAB,  et  mené  la  droite  AE  =  OD,OFsera 
une  moyenne  proportionnelle  entre  OAetOE=OA-|-0D, 
et  partagera  Tangle  AOE  en  deux  parties  égales. 
On  pourrait  encore  prendre  la  formule 


OF  =  v'(OA  -h  /.OB;(OA  —  /.OB), 

c'est-à-dire,  du  point  A  mener  AK  =  — AKj,  égales  et 
perpendiculaires  à  OB,  puis  construire  la  moyenne  géo- 
métrique   

01-  -=     yOK^-^^i- 
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27.  Si  u  est  exprimé  en  parties  de  Tangle  droit,  on 
aara 


cosa  =  — 


2 

Mais  si  Tangle  est  exprimé  en  parties  du  rayon>  alors 


cosr  = 9 

2 

OU,  à  cause  de  i  =  e' , 


cos/  = 


M.  Bellavitis  simplifie  la  notation  en  posant  e  =  «?'.  Mal- 
gré l'avantage  que  présente  cette  simplification  dans  les 
calculs,  nous  conserverons  ici  la  notation  habituelle, 
pour  nous  écarter  le  moins  possible  des  usages  reçus. 
Ainsi  e"  ou  e'  est  un  coefficient  d"" inclinaison  comme  i", 
avec  cette  différence  que  Tunité  de  u  est  Tangle  droit,  et 
celle  de  t  Tare  égal  au  rayon. 
Le  second  membre  de  Téquipollence 

OM  =  cosr.OA  +  sinr.OB 
peut  se  développer  ainsi 

-(OA  --^  /.OB)c"-h  -  (OA  -4-  t.OB)*»-" 

2  '  2  ^ 

=  -OK.«f"-f--OK,.£f-", 

2  2 

ce  qui  fait  voir  que  l'ellipse  peut  s'engendrer  à  la  ma- 
nière d'une  bypocycloïde,  au  moyen  des  deux  rotations 
opposées  e",  e""**. 

28.  Avant  d'établir  les  formules  générales  relatives 
aux  courbes,  il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'étudier 
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quelques-unes  des  propriétés  de  la  cycloïde,  représeméc 
par  l'équipollence 

(1)  OM  =r  /  —  fV. 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  f,  on  a,  pour  la 
tangente  à  la  cycloïde, 

(2)  MT  =  i-f-tf". 
On  a,  pour  une  portion  de  la  normale, 

MN  =  /.MT  =  /-f-/€r", 

<:e  qui  nous  donne 

ON  =  OM  -f-  MN  =  ^  -f  /. 

De  même  que  OC  =  t  donne  la  position  du  centre  du 
cercle  générateur,  de  même  on  aura 

CN  =  ON  —  OC=:i; 

donc  la  normale  passe  par  le  point  M,  où  le  cercle  géné- 
rateur touche  la  base  DB. 

On  obtient  un  autre  point  R  de  la  normale  en  posant 

OR  =  OM  -f  /? .  MN  =rr  /  —  /V  -h  pi{  I  -+-  <?"). 

Pour  que  cette  valeur  donne  le  point  d'intersection  de 
cette  normale  avec  la  normale  infiniment  voisine,  il  faut 
que  le  point  R  ne  change  pas  lorsqu'on  donne  à  /  un 
accroissement  infiniment  petit  co^  pourvu  que  Ton  donne 
en  même  temps  à  p  un  accroissement  convenable  xs.  On 
doit  donc  avoir 

(i  -t-  e''  —  /^c*') w  4-  /'( I  4-  e")o  =  o. 
Tirant  de  là  la  valeur  de  -  ?  laquelle,  étant  réelle,  devra 


(347  ) 
èlre  égale  â  sa  propre  conjuguée,  il  vient 


d'où 

znip  —  i  —  /V  -h  #/?e-"  —  f>-"  —  /, 

ce  qui  nous  donne 

p  =  ^. 

Donc  le  rayon  de  courbure  MR  est  double  de  la  noi- 
uiale  MN. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure,  c'est-à-dire  la  déve- 
loppée de  la  cycloïde,  est  représentée  par 

et  est  une  cycloïde  égale  à  la  cycloïde  primitive 
OM  =  /  —  <H'. 

Si  de  chaque  point  M  de  la  cycloïde  on  mène  la  droite 
MS,  formant  avec  MR  un  angle  donné  a,  et  ayant  avec 
MR  un  rapport  donné  a,  c'est-*à-dire  si  Ton  prend 

il  viendra 

OS  =  r  —  /e"  +  2fl/V*(i  -i-  &')  =  2fl/V«  -h  r  -h  (2rte'*  —  i)iV, 

et  par  conséquent  la  courbe  S  est  aussi  engendrée  par  la 
composition  du  mouvement  progressif,  exprimé  par  le 
lerme  t,  avec  un  mouvement  rotatoire  de  rayon  constant 
sae'* —  I .  Si  a  =  cosa,  la  courbe  S  devient  une  cycloïde 
ordinaire,  et  elle  est  une  développée  imparfaite  de  la 
cycloïde  M. 

Si  la  cycloïde  M  se  meut  parallèlement  h  la  base,  elle 
aura  pour  expression 

(3)  oyi  —  T  -ht—  /V, 
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T  étant  un  paramètre  de  position.  Pour  trouver  les  tra- 
jectoires orthogonales  de  toutes  ces  cycloïdes,  observons 
que  la  même  équation  (3)  représentera  aussi  la  trajec- 
toire cherchée,  si  Ton  détermine  t  en  fonction  de  t,  de 
manière  à  particulariser  dans  chaque  cycloïde  le  point 
où  celle-ci  est  coupée  par  la  trajectoire.  La  tangente  à  la 
trajectoire  sera,  par  suite,  représentée  par  la  dérivée 

et  celle-ci  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  i  + 1" 
de  chaque  cycloïde  ;  d'où  Ton  conclut  que 


dr 


de 
et,  partant, 

T=:C  —  2r. 

Donc  toutes  les  trajectoires  orthogonales  sont  exprimées 
par  Téquipollence 

OM  =  C  —  ^  —  /c", 

et  ce  sont  d'autres  cycloïdes  égales  à  la  proposée. 
La  dérivée  de  l'arc  de  cycloïde  est 

grMT  =  v/MT.conjMT  =  \/(i -+- f'')(> -+-'^^'') 

lit        ~^f  t 

z=  e*     -\- e    *     =:2COS-' 
2 

29.  Quelle  que  soit  la  fonction  OM  qui  détermine  une 
courbr,  nous  pourrons  déterminer  la  développée  par  les 
calculs  suivants.  //OM  est  la  direction  de  la  tangente; 
par  conséquent,  le  rayon  de  courbure 
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est  une  position  de  la  normale,  et  la  développée,  comme 
enveloppe  de  toutes  les  normales,  sera  donnée  par  la 
relation 

OR  =  OM  -h  ^  ^OM, 

pourvu  que  X  soit  une  fonction  du  t  contenu  dans  OM, 
telle  que  MR  devienne  tangente  à  la  développée  au 
point  R.  Pour  cette  raison  la  ligne 

dOK  =  rfOM  -I-  i . rf>OM  —  1^^  dOhL 

doit  être  parallèle  h  la  ligne  i.dOM.  En  multipliant  par 
conj  dOM,  on  voit  que 

rfOM . conj  dOM  4-  j  •  conj  dOM.d^OM 

devient  parallèle  à  /.  En  ajoutant  donc  à  cette  expression 
sa  conjuguée,  on  aura 

2//01l.conj</0M-f-  ^(conj^OM.</*OM— </0M  conj^'OM)=:o. 

On  obtient  ainsi  la  valeur  de  1,  d'où  Ton  déduit  que 

_  i>.{dOUY.conidOM 

""  rfOM. conj €/»0M  —  conj ^OM.^OM' 

La  valeur  de  1  qu'il  faut  substituer  dans  MR  =  -  ^OM 
peut  se  tirer  encore  du  développement  de 
d^OM       ,       .^ 

parce  que  cette  supposition  rend  identiquement  nulle 
Texpression 

/  ///'OM  _  conjc/»OM\ 
'  "*"  X  \  rfOM         conj  dOM  )  ' 
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30.  Si,  outre  la  ligne 

MT=:  — — , 

€Ù 

on  construit  la  ligne 

MU  =  ^, 

de 

et  quon  abaisse  UL  perpendiculaire  sur  MT,  on  aura 

LU=ra.MT, 
et,  par  suite,  le  rayon  de  courbure  est 

Le  rayon  de  courbure  peut  aussi  se  trouver  en  cher- 
chant le  cercle  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
courbe  M.  Un  point  N  de  ce  cercle  sera  représenté  par 

ON  =  OR -4- ^•«.  RM. 

En  prenant  la  dérivée,  nous  devrons  supposer  OR  et  RM 
constants,  et  faire  ensuite  u  =  o.  Nous  aurons  ainsi 

^^  =f.RM,     rf'ON  =  (/rf«a  — <f«M.RM, 
au 

quantités  que  nous  devrons  égaler  aux  différentielles 
/ilVI,  d*M.  En  \e6  divisant  Tune  par  Tautrc  il  vient 

d'où  il  s'ensuit  que  le  rayon  de  courbure  RM  sera  donué 
par  la  relation 

rfOMm/rfa.RM, 

ce  qui  coïncide  avec  la  relation  déjà  trouvée  MR  =  -rfOM 

puisque  ^/i  =  X. 
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Quelquefois  on  emploiera  avec  avantage  réquipollence 


OM 


=  je^^ds. 


ô  étant  rinclinaison  de  la  tangente.  D'après  cette  relation, 
on  a 

fi^OM       du 

dim      dM 

Donc  le  rayon  de  courbure  est 

Si  Ton  veut  rapporter  la  courbe  à  des  coordonnées 
orthogonales,  on  posera 

OM  =  X  4-  /y, 

et  le  rayon  de  courbure  sera  généralement  déterminé  par 
l'expression 

MR=  agr(^OM)'.rfOM 

rfOM .  conj  £/»0M  —  conj  é/OM  .  r/'OîVi 

_  (</ar»  -4-  dr^)[dy  —  id.T) 
dyd'^.T  --  djcd^X 

31.  Déterminons  la  courbe  P  parallèle  à  la  courbe 
donnée  M,  c*esi-à-dire  ayant  avec  elle  toutes  ses  normales 
MP  communes. 

Le  point  P  appartenant  à  la  normale,  on  aura 

OP  =  OM  -\-ip,dOyi. 

En  outre,  la  tangente  en  P,  qui  est  déterminée  de  direc- 
tion par  la  relation 

rfOP  =  rfOM-l-i/?.rf»OM  -f-i€//;.rfOM, 

doit  être  parallèle  à  la  tangente  rfOM.  En  multipliant 
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par  coiiJ£{OM,  nous  aurons 

pi,  conidOM.d^OM  +  ifip.dOH.coB}dOM 

parallèle  a  ^OIM.conj //OM,  cVst-à-dire  d'inclinaison 
nulle,  et  partant  équipollente  a  sa  propre  conjuguée 

—  pi.  dOM  .COU)  d^OM  —  idp.conjdOhL.dOM. 

On  en  conclut 

ndp       d'OM  .  d'OU 

et,  en  intégrant, 

C 


^fiOM.conjdOM 
Donc  la  distance  entre  les  deux  courbes  est 


V  conj 


MP       -        •     ''«*' 


dONi 

et,  par  suite,  elle   est  de    grandeur  constante,  et  les 
courbes  sont  vraiment  parallèles. 

Supposons  plus  généralement  que  MP  forme  avec  la 
tangente  un  angle  constant  a,  et  que  la  tangente  en  P 
doive  être  encore  parallèle  à  la  tangente  en  M.  Prenons 

Téquipollence 

dOM=e^^ds. 
On  aura 

et  le  parallélisme  de 

d09  :;=  e^^ds  +  />^(*+»)  [d's  -h  idsdB)  -4-  c^i*-*-*^ dpds 

et  de 

dOM  =  &^ds 
donnera 

pe^^(d^s  4-  idsdB)  -♦-  e^'^dpds 

=  pe'^''(d*s  —  idsdB)  -+■  e'^^dpdsy 
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d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

C  étant  une  constante,  et  a  =  e*°'*.  Par  conséquent, 

MP  =  €«-•<?*(«+•?. 

Donc  toutes  les  droites  MP  qui  sont  coupées  sous  un 
angle  égal  et  constant  par  les  deux  courbes  M  et  P,  sont 
respectivement  équipollentes  aux  rayons  vecteurs  d'une 
spirale  logarithmique. 

32.  Déterminer  la  direction  de  la  droite  MP,  qui,  par- 
tant du  point  là  d'une  courbe,  coupe  en  deux  parties 
égales  la  corde  infiniment  petite  parallèle  à  la  tangente 
en  M. 

Ce  problème  est  le  dernier  de  la  Géométrie  déposition 
(p.  477  et  suiv.).  Il  a  été  résolu  par  M.  Bellavitis,  dans 
son  Mémoire  inihvlé  Sa  g gio  di  applicazioni  di  un  nuouo 
metodo  di  Geometria  analitica^  Padoue,  i835,  avant  la 
publication  des  solutions  de  MM.  Transon  (i84t)  et  Du* 
pin  (1848). 

Soient  N,  L  les  deux  points  de  la  courbe  correspon- 
dants à<  +  &>etàt  —  (3.  On  aura 

ON  =  OM  4- w.DiOM  H- ~.D/OM -*- . . ., 
2 

/ 

LN  =(»  4-  o).D,OM  -4-  "  ""°  »D/OM 

«*  -h    Bj' 

-h— g— .D/OMi-...; 

et,  pour  que  cette  corde  soit  parallèle  à  la  tangente 
DcOM,  il  faudra  qu'il  en  soit  de  même  de  la  droite 

3(«  -^  u)  D/OM  H-  (»'  —  «0  -h  d»)  D/OM  -h . . . , 
qui,  multipliée   par  la  quantité    réelle  jt  (&)-Hcf),  et 

Ànn,  de  Hatkêmat.,  q«  série,  t.  VIII.  (Août  l86g.)  23 


{  354  ) 
ajoutée  géométriquemenl  a  la  droite  (o) -f- Cf)D|OM, 
donne  la  droite  LN.  Les  accroissements  a>^  xs  devant  être 
infiniment  petits,  il  faudra  que  (ù  —  c;  soit  infiniment 
petit  du  second  ordre,  comme  l'est  w*  —  wu  -|-  o',  qui  se 
réduit  à  co'.  En  posant 

a*  —  tj  =  ç»', 

il  faudra  déterminer  la  quantité  réelle  ^,  de  manière  que 
l'on  ait 

3q .  D;0M  -f-  D/OM  =  r. D,OM, 

r  étant  pareillement  réel  ;  après  quoi  la  direction  de  la 
droite  qui  va  de  M  au  milieu  de  LN  sera  donnée  par  la 
relation 

MN  -h  ML  =  («  —  o).D,OM  4-  i  (»»  -f.  o»)  .D/OM, 

ou  par  celle-ci 

MW  =  7.D,0M-I-D/0M. 
Prenons  pour  exemple  la  développante  du  cercle, 

0M=  je^^BUB. 

En  supposant  rf*0  ==  o,  il  faudra  rendre  réelle  Texpres- 
sion 

3q(i  -f-ô/)-^  (2« -f-0), 

ce  qui  donnera  qr  =  —  rs'  ^^'  P*^  suite, 
ô  B 

Donc,  si  Ton  prolonge  le  rayon  de  courbure  SR  de  la  déve- 
loppée MR,  de  RW  =  ^  OR,  la  droite  MW  passera  par 
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le  milieu  de  la  corde  de  la  courbe  M,  qui  est  parallèle  à 
la  tangente  en  M  et  infiniment  voisine  de  cette  tangente: 
ihéorème  qui  est  vrai  pour  une  courbe  quelconque,  et 
qui  donne  avec  une  grande  facilité  le  rayon  de  courbure 
des  développées  des  sections  coniques,  puisque  dans  ces 
courbes  MW  est  le  diamètre  qui  passe  par  M. 

33.  Déterminer  la  trajectoire  obliquangle  des  ellipses 
concentriques  et  coufocales,  c'est-à-dire  trouver  la 
courbe  M,  dont  la  tangente  ait  une  inclinaison  égale  à 
la  demi-somme  des  inclinaisons  des  deux  rayons  vecteurs 
FM,  FiM,  plus  un  angle  constant. 

Cette  condition 

ïnddOM  =  -  (incl  FM  -4-  inclF.M)  -+-  a 

est  exprimée  par  la  relation 

c^OM=/>tf'«v^FM.F,M. 

Le  mode  de  variation  de  la  variable  r,  dont  dépend  OM, 
étant  arbitraire,  on  peut  donner  à  p  une  valeur  réelle 
quelconque,  propre  à  simplifier  les  formules.  Posons 


''  =  i^a'      ^^'  =  ^'     ^^  =  »- 


UéquipoUence 


dPM  =  (cota  -4-  /)  v/(CM  -f-  2) (CM  —  2).dt, 

intégrée  par  les  règles  connues,  en  se  rappelant  que 
dFM  =  dCM,  donne 

CM  =  ce'i^*^'^  -f.  i  <f-'(coi«-»-i)^ 
c 

ou,  en  posant  e"***=:  a, 

CM  =  riiV'-h-f-r- 

23. 
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On  peut  facilement  établir  le  mode  de  génération  de  la 
trajectoire  M  an  moyen  de  deux  spirales  logarithmiques, 
trouver  le  rayon  de  courbure  de  cette  trajectoire,  etc. 

34.  Terminons  par  deux  problèmes  faciles  de  Méca- 
nique. 

I.  Un  corps  pesant  est  soumis  à  l'action  de  la  gravilé^i^ 
par  suite,  sa  vitesse  sera  donnée  par  la  relation 


dt 


=  git^i 


c  étant  la  vitesse  horizontale.  Sa  trajectoire  sera  déter- 
minée par  la  relation 

OM  =  -  gii^  -h  ci  -ha, 
1 

et,  en  choisissant  convenablement  la  constante  a,  nous 
aurons 

o„  =  l„(,-?)-. 

La  vitesse  du  corps  au  point  M  de  sa  trajectoire  est  équi- 
pollente  à  ^2gi.0M;  donc  la  direction  delà  vitesse  par- 
tage en  deux  parties  égales  Tangle  compris  entre  la 
verticale  et  le  rayon  vecteur,  et  cette  vitesse  est  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  la  distance  du  corps  au 
foyer  O  de  la  parabole. 

II.   Troui^er  le  centre  de  grai^ité  de  rare  de  cercle 

AMB. 

Prenons  pour  origine  des  inclinaisons  le  rayon  OA=i. 

On  aura 

OM  =  ^', 

et,  eu  intégrant  depuis  /  =  o  jusqu'à  £  =  |3,  nous  aurons 


OM. dt  =  —  i{e^P  —  ,)  r:^  —  I.  AB, 
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expression  qui,  divisée  par  la  longueur  ^  de  Tare,  fait 
voir  que  la  distance  du  centre  de  gravité  au  centre  O  est 
une  quatrième  proportionnelle  à  Tare  AMB,  à  la  corde 
A6  et  au  rayon  OA. 

35.  Nous  terminerons  ici  cet  aperçu  bien  incomplet  de 
la  belle  et  féconde  méthode  créée  par  M.  Bellavitis,  qui 
permet  de  traiter  par  un  procédé  uniforme  tous  les  pro- 
blèmes de  Géométrie  et  de  Mécanique,  depuis  les  premiers 
éléments  jusqu'aux  parties  les  plus  élevées. 

Les  avantages  que  cette  méthode  présente  pour  les 
recherches  géométriques  dans  le  plan  sont  de  tout  point 
comparables  À  ceux  que,  sous  le  nom  de  théorie  des  quan* 
tités  imaginaires  ou  complexes^  elle  offre  a  l'Analyse 
abstraite,  à  laquelle  elle  a  fait  faire  de  si  grands  pas.  Elle 
se  distingue  des  autres  méthodes  de  Géométrie  analy- 
tique, en  ce  qu^elle  pose  directement  des  relations  entre 
les  points  du  plan,  indépendamment  de  tout  système 
particulier  de  coordonnées,  et  le  calcul  même  fait  aper* 
cevoir  comment  on  doit  choisir  ce  système  pour  arriver 
à  la  solution  le  plus  simplement  possible. 

Naturellement  cette  méthode,  comme  toutes  les  autres, 
demande  un  certain  exercice  pour  pouvoir  être  maniée 
avec  facilité.  Mais  en  y  consacrant  le  même  temps  qu'à 
Tétude  des  méthodes  ordinaires,  on  reconnaîtrait  sans 
peine  qu'elle  surpasse  celles-ci  en  généralité  comme  en 
simplicité.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  jeter  les 
yeux  sur  la  Riv^ista  di  Giornali  que  M.  Bellavitis  publie 
chaque  année  dans  les  jitti  del  R.  Istituto  Feneto^  et 
dans  laquelle  il  donne  des  solutions  si  élégantes  des  pro- 
blèmes traités  ailleurs  par  les  anciennes  méthodes.  Nous 
nous  proposons  de  communiquer  plus  tard  aux  N ombelles 
Annales  quelques-unes  de  ces  solutions,  relatives  à  des 
questions  résolues  dans  ce  Journal. 
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SUR  LA  RÉSULTANTE  DE  TROIS  FORMES  OUADRATIOSBS 
TERNAIRES; 

Par  m.  R.  RADAU. 


La  résultante  de  trois  formes  ternaires  du  second  degré, 
ou  Téquation  de  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que 
trois  sections  coniques  passent  par  un  même  point,  peut 
s'obtenir  de  diverses  manières.  On  peut,  par  exemple, 
l'écrire  sous  la  forme  d'un  déterminant  de  six  lignes  \  il 
suffit  pour  cela  d'éliminer  les  six  quantités  x*^j*y  ^*^J^^ 
zjc,  xy  entre  les  trois  formes  données  et  trois  autres  du 
même  degré  qui  s'annulent  avec  les  premières.  Pour  ces 
formes  auxiliaires  on  peut  prendre,  avec  M»  Salmon,  les 

dérivées  partielles  -r->  -r— ?  ^-  du  déterminant  fonction- 
^  âx    dy    az 

nel  J,  qui  sont  du  second  degré,  parce  que  J  est  du  troi- 
sième, ou  bien  trois  déterminants  que  M.  Sylvester  se 
procure  de  la  manière  suivante.  La  forme 

=  fl  J?'  H-  hy"*  -h  C7^  '•\'fyz  -^  gzx  -h  hxy 
peut  s'écrire 

{a)x^-\'{by  -+-  hx  ■4-/z)j -+-(rz  -|-  gx)h 

et,  si  nous  éliminons  les  trois  quantités  a:',  j,  z,  qui  se 
trouvent  multipliées  par  les  parenthèses,  entre  les  trois 
équations 

{a)x^  -+-  {by  -h  hx  -^/z)y    -h  (cz  -f-  gx)z  =z  o, 
[a')x^'h(b'y^-h'x  •^f'z)y  -+- (c'z  -^  g',r)z  =.  o, 
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nous  avons  le  déterminant 

qui  est  encore  du  second  degré.  En  isolant  de  la  même 
manière  j*,  x,  z  et  2*,  x,  j^,  on  obtient  deux  détermi- 
nants semblables;  ce  sont  les  formes  auxiliaires  qui  per- 
mettent d'établir  la  résultante  par  élimination  dialy tique 
des  six  quantités  x*,  j*,  z^^y^y  ^^^  xy. 

J'ai  remarqué  que  l'on  peut,  d'une  manière  analogue, 
obtenir  des  formes  linéaires  qui  s'évanouissent  avec  les 
formes  données,  de  sorte  qu'il  est  possible  de  présenter 
la  résultante  comme  un  déterminant  de  trois  lignes  seu- 
lement. En  effet,  les  termes  de 

(a,  bjr  -^  hx-i-fzy  cz-hgx) 
qui  sont  du  second  degré  en  x^y  sont  les  deux  suivants  : 

(abg)xy  '\'[ahg)xK 

(Je  désignerai  toujours  par  (abc)  le  déterminant  des 
neuf  coefficients  a,  i,  c,  a',  ft',  c',  a",  b"^  c".  ) 

Or,  en  éliminant  x'  etj^*  entre  les  formes  primitives, 
nous  avons 

(tf,  b^  hxjr -^-fyz -^gzx '^- ct^) 
=  {abh)xy  -f-  (ab/)yz  -h 

De  même,  en  éliminant  ay  et  a:', 

(A,  a,  bjr^-h/jrz-^gzx -hcz^) 
=z{abh)y^'^(qfli)YZ-h 

11  s'ensuit  que  l'expression 

{abh){ay  by-^hx-^-fz,  cz -h  gx) 

—  {abg)  («,   by  hxy  -\-fyz  4-  gzx  -4-  cz') 
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sera  divisible  par  z,  ou  linéaire  en  x^y.  On  obtient 
deux  expressions  semblables  au  moyen  des  deux  autres 
déterminants  de  M.  Sylvester,  combinés  avec  ceux  qui 
résultent  de  réliminaiion  de  deux  des  quantités  x*,  j',r» 
entre  les  formes  données.  Les  neuf  coefficients  de  ces 
expressions  se  réduisent  i  six,  parce  que  trois  coïncident 
avec  trois  autres.  Ainsi  trois  équations  du  type 

(a,  hy  cj,  g,  hlx,  jr,zY=zo 
cntrainent  les  trois  suivantes  : 

A,7-*-Cj;  -f-  Ba  =o, 
Cy-^B^x-h  Az  =o, 
Bj^-+- Ax -h  C,z=o,  I 


et  la  résultante  peut  s* écrire 


A,  C  B 
C  B.  A 
B      A     Ct 


Les  six  coefficients  sont  ; 

A.=  -  (abf)(abf)  -4-  [afh)(bh/)  ^  (abh)(b/g  +  bch], 

B,  =  -  [abg)[abg)  4-  [agh)  (bhg)  -h  [abh)(afg  -^ cah), 

C,  =  —  (abc)  (abc)  -+-  (ach)  (bhc)  -h  (abh )  (cg/), 
C  =  ^{abf){abg)  -^{agh)[bhf)  ^  (abh)(abc), 
B  =  —  (abc)  (abf)  -f-  (ach)(bhf)  -f-  {abh){bcg), 
K=i  —  (abc)(abg)  -f-  {agh)(bhc)-h{abh)(caf)'. 


ils  ont  tous  un  terme  affecté  du  facteur  [abh]^  que  je  dé- 
signerai par  ),  et  Ton  voit  que  la  résultante  se  présente 
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SOUS  celle  forme  : 

(P-4->/?,  Q4-X7,  R-+-Xr)  =  o. 

Or  il  esl  facile  de  faire  en  sorte  que  le  déterDaiinant 
(PQR)  s'annule  et  que  la  résultante  devienne  divisible 
par  A.  Il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  les  seconds 
termes  des  coefficients  C,  B^  A  peuvent  être  transformés 
de  cette  manière  : 

(agh)  [bhf)  =  [bhg]  (a/h)  4-  \{/gh), 
(ach)(bh/)  —  {afh)[bhc)  -hM^A/), 
[ash)[bhc)=.[ach)[bhg)  ^\[cgh), 

el  d'employer  ces  expressions  transformées  concurrem- 
ment avec  les  anciennes  dans  la  formation  de  la  résultan  le. 
Il  se  trouve,  en  outre,  que  la  somme 

X(/?QR-+-7RP-hrPQ) 

est  alors  égale  au  terme  A'  (pç^)  \  nous  pouvons  diviser 
par  X',  et  il  vient 

-l^ipqr)  -h  (Vqr)  h-  {Ç^rp)  -+-  (R;^^)  =  o. 

Celte  nouvelle  expression  de  la  résultante  se  compose 
d  une  suite  de  termes  dont  chacun  est  le  produit  de 
qualre  déterminants  du  troisième  degré,  tels  que  X  \  elle 
est  donc  du  quatrième  degré  par  rapport  aux  coefficients 
de  chacune  des  trois  formes  données,  ou  bien  du  dou- 
zième par  rapport  à  l'ensemble  des  coefficients.  Déve- 
loppée, elle  n'est  d'abord  symétrique  qu  à  Tégard  des 
coefficients  de  x  et  de  j^;  mais  on  peut  la  rendre  symé- 
trique par  rapport  à  jr,  y^  z,  en  assemblant  les  termes 
homologues  et  en  modifiant  quelques  autres  par  les  pro- 
cédés connus.  Pour  abréger  Fécriture,  je  ferai  (abc)  =.  A, 
(fgh)  =  y,  el  je  désignerai  par  A,  B,  C,  F,  G,  H  les 
déterminants  mineurs  bc^  ca,  ab,  gh^  hfyfë^  ^^  sorte  que 
A  =  rtA  =  iB=cC,  v=/F  =  ^G  =  AH.  La  résul- 
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lante  peut  alors  se  mettre  sous  celte  forme  : 

A»v-|-(A-|- v)aF.ôG.cH-l-(8A4-2v)/A.g'B.AC 
-4-  (/B./C  -4-  gCgk  -f-  AA.^B  —  A»)» 
-*- A»(ûH.*m- ôF.cF -4- cG.flG) 

—  2A»(iiF./A  -t-  èG.^B  -f-  cH.AC) 

H-  2[(^A)»cF.flF  H-  (AB)»^G.cG  -4-  cF.uF.^G.cG] 
-i-  2[(^A)^(aF./B  —  flG.g'B)  -4-  (h^y(bQ.g\  -  é»F./A!J 

—  42/A./B./1B.AC 

-+-  2(2/A.g^B.«G.6F— /C.g'C.cG.cF) 
-2aF./A./B/C  — 2/A.aF.*F.cF 
-4-  2flF(AG.cG./B  -4-  ^H.cH./C, 

où  le  signe  21  se  rapporte  aux  permutations  circulaires 
des  lettres  a^  &,  c  et/*,  gf,  A.  II  est  visible  que  plusieurs 
termes  de  cette  expression  proviennent  du  carré  de  Tin- 
variantdu  sixième  ordre  : 

e=/B./C-H^C.^A-+-^A.AB 

—  -(ûH.^H-i-ôF.crF-*-cG.flG) 
-4-/2F./A-f-ôG./fB  4-  cH.AC 

-  A'  ~  -  Av  -+-  5  V». 

a  o 

On  sait,  en  eflet,  que  la  résultante  est  égale  à  6* —  64£* 
où  S  est  un  autre  invariant  découvert  par  M.  Hermite{^). 


SOLUTION  DU  PROBLEME  PROPOSÉ  AU  CONCOURS 
D'AGRÉGATION  DE  1867; 

Par  m.  a.  HILâIRE. 

Ueu  d'un  point  tel  que  les  deux  tangentes  menées 
de  ce  point  à  une  ellip^w  donnée  interceptent  sur  une 
droite Jixe  une  longueur  constante. 

(*)  Salmon,  Itérons  d'Algèbre  supérivure;  traduit  par  M.  Bazin,  p.  317- 
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Je  prends  pour  axes  les  deux  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse,  dont  l'un  est  parallèle  à  la  droite  fixe. 
L^équation  de  Tellipse  est 

(i)  fl'/'H-  b^x^=zab\ 

celle  de  la  droite  fixe 

(2)  X:^K. 

L  ensemble  des  deux  tangentes  menées  à  la  courhe 
par  un  point  (a,  |3)  est  représenté  par  Téqualion 

Si  je  fais  dans  cette  équation  j:  =  K ,  Téquation  résul- 
tante en  y  donne  les  ordonnées  d^intersection  du  système 
des  deux  tangentes  avec  la  droite  fixe.  Il  suffit  d'exprimer 
que  la  différence  des  racines  de  celte  équation  est  égale 
à  la  longueur  constante  que  j'appellerai  ih\  dans  la  rela- 
tion trouvée,  je  remplacerai  a  et  j3  par  x  Qiy  et  j'aurai 
l'équation  du  lieu. 

Voici  le  calcul  : 

(fl=p'  -h  b^oL^—a'b')  (tf'j»  H-  b'K^—a'b') 
=  (a'Pr-*-  6'aK  — a'A')', 

■f  (fl'p'  -h  b'a'  —  rt^ô') (K«  —  fl')  —  6'  (aK  —  «»)'  =  o. 
Celte  dernière  équation  est  de  la  forme 
A^*—  2Bj-4-C  =  o. 


La  différence  des  racines  est ;  la  condition 
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demaDdée  est  donc =  aL.  Supprimant  le  fac- 
teur '2  et  élevant  ensuite  au  carré, 

B>  —  AC  =  A»L^ 
Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  A,  B,  C  par  leurs  valeurs 

=:«»L'(-r'  — «»)'. 

(4)  (fl'7'  -f-  A»jr»  —  a^b')(x  —  K)»  =  L»(jt»  —  a*)'. 

Telle  est  Téquation  du  lieu. 

Je  vais  l'écrire  en  la  résolvant  par  rapport  à  j',  on,  ce 
qui  revient  au  même,  en  la  résolvant  par  rapport  à  j*  : 

On  voit  que  la  courbe  est  du  quatrième  degré,  et  que 
Taxe  des  x  est  un  diamètre  des  cordes  parallèles  à  Taxe 
des^. 

Discussion, 

Elle  dépend  évidemment  de  Téiude  du  trinôme  du 
second  degré 
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La  quantité  B*  —  AC  est,  dans  ce  cas, 

(6)  b'K}-h{L'^b')ia'L'-\'b'K')  =  U['b'K''ha'(V-b% 

Le  coefficient  de  a^  étant  L*  —  £*,  on  est 'conduit  à 
examiner  les  différentes  hypothèses  correspondant  au 
signe  de  cette  quantité. 

On  y  est  amené  encore  d'une  autre  manière. 

Si  l'on  cherche  par  la  méthode  ordinaire  les  asymptotes 
non  parallèles  à  Taxe  desj^  (^),  on  trouve  pour  c  et  ^  les 

1              •                        _L.  \/L»  —  b^    j        .         KL' 
valeurs  suivantes  :  c  =  di >  a  =  ±  —  : 

donc  l'existence  des  asymptotes  dépend  du  signe  de  L* —  &*: 
L*  —  A*  >  o  :  deux  asymptotes  réelles,  inclinées  sur 

Taxe  des  x,  et  le  coupant  au  même  point; 
L*  —  A'  ^  o:  c s'annule  et  e  devient  inGni  ;  les  deux 

asymptotes  deviennent  parallèles  a  Taxe  des  x,  mais  elles 

se  transportent  à  l'infini  ; 
L*  —  i*  <[  o  :  deux  asymptotes  imaginaires. 

1»  W  —  b*>o. 

Les  racines  sont  réelles  et  de  signe  contraire  :  appelons- 
les  —  e  et  +  ^. 

i**  K  ]>a.  —  On  voit  aisément,  par  des  substitutions, 
que  — e  est  comprise  entre  —  oo  et  — a,  et  que  d  est 
comprise  entre  a  et  K. 

On  a  alors 

L'  —  A'  (or  -+-  e)  {x  -^  a)  [x  —  a)  [x  —  d) 


X'  = 


(x-l^y 


(*)  La  droite  jc  =  K  se  présente  évidemment  comme  une  asymptote 
parallèle  à  Taxe  des  jr  et  môme,  à  cause  de  (x  —  K}%  comme  deux  asymp- 
totes réunies  en  une  seule;  d*où  il  suit  qu*il  ne  peut  y  avoir  plus  de 
deux  asymptotes  non  parallèles  à  Taxe  des  jr. 
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Il  suffit  d'examiner  ce  qui  arrive  au-dessus  de  Taxe 
des  X.  J'appelle  E,  A'^  A,  D  les  points  de  0«  correspon- 
dant aux  racines,  K  le  point  où  la  droite  fixe  coupe  Oo-, 
M  le  point  où  les  asymptotes  MP  et  MP'  coupent  Ox. 

X  peut  varier  : 

De — 00  à  — e\  une  branche  de  courbe,  d'abord 
asymptote  à  MF'  et  aboutissant  en  E; 

De  — a^^  -\-a\  courbe  limitée  allant  de  A'  en  A  et 
enveloppant  lellipse,  comme  cela  résulte  de  la  compa- 
raison des  valeurs 

De  r/  à  +  00  :  comme  r/  est  compris  entre  a  et  K,  on  a 
d'abord  une  branche  partant  du  point  D  et  qui  vient  être 
asymptote  à  la  droite  K,  puis  une  branche  qui  commence 
par  être  asymptote  à  la  droite  K,  et  qui  finit  par  être 
asymptote  à  la  droite  MP. 

Remarque.  —  La  droite  MP  rencontre  évidemment  en 
un  seul  point  la  branche  qui  part  de  D  ;  comme  cette 
droite  est  une  asymptote,  elle  a  avec  la  courbe  deux 
points  de  rencontre  à  Tinfini,  il  n*en  reste  donc  que 
deux  à  distance  finie;  je  viens  d'en  signaler  un.  L'autre 
ne  peut  pas  se  trouver  sur  la  portion  fermée  de  la  courbe 
qui  va  de  A'  en  A,  car  une  droite  rencontre  une  pareille 
courbe  en  deux  points  ;  il  appartient  nécessairement  soit 
à  la  première,  soit  à  la  dernière  de  toutes  les  branches. 

a°  K<;a.  —  On  voit  encore,  par  des  substitutions, 
que  —  c  est  comprise  entre  —  oo  et  —  a,  et  que  d  est 
comprise  entre  a  et  -+-  oo  . 
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L'équalion  a  la  même  forme  que  précédemment,  et  x 
peut  varier  dans  les  mêmes  intervalles.  Mais^  comme  K 
est  plus  petit  que  a,  la  branche  qui  part  de  A'  vient  être 
asymptote  à  la  droi  te  K,  puis  de  l'autre  côté  de  cette  droite 
part  une  branche  qui,  d'abord  asymptote,  aboutit  en  A. 

Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  les  deux  points  de  ren- 
contre à  distance  finie  de  la  courbe  avec  Tasymptote  MP 
appartiennent  respectivement  aux  deux  branches  dont  je 
viens  de  parler. 

Enfin  la  branche  qui  part  du  point  D  n'est  plus  asymp- 
tote qu  à  la  droite  MP. 

3°  K  =  fl.  —  L'équation  devient 

^  _[x  -^  a){x  --  a)\'U[x  -^  a){x  ^  a)  —  b^[x  —  ay] 

_[x  -\-  a)[\?(x  -^  a)  --  b^[x  ^  a)]  • 

~"  a} 

La  courbe  se  réduit  à  une  hyperbole  qui  coupe  TaxeO  j: 
aux  points  E  et  A',  et  qui  a  pour  asymptotes  les  deux 
droites  MP  et  MP'. 

Il  n'y  a  plus  d'asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  j. 
L'équation  devient 

,_(x^'-a^)[  bHx'  —  g»)  —  b^x  -  K)^] 
b\  ,2Ka:  — «'— K» 
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La  racine  —  e  disparait,  la  racine  d  est  toujours  posi- 
tive. 

1**  K}>a.  —  On  voit,  par  des  substitutions,  que  rf 
est  comprise  entre  a  et  K. 

X  ne  peut  commencer  à  varier  qu*entre  —  a  et  a  ;  on 
a  la  même  forme  de  courbe  que  daDS  Thypotbèse  corres- 
pondante du  premier  cas,  seulement  la  première  braocbe 
disparait  et  la  dernière  n'a  plus  pour  asymptote  que  la 
droite  K. 

a^  K  <]  a.  —  On  voit,  par  des  substitutions,  que  Jest 

>«. 

Résultats  analogues. 

3**  K  =  a.  —  L'équation  devient 

r^  =  —  {'  +  ")■ 

La  courbe  se  réduit  à  une  parabole  qui  coupe  l'aie  Ox 
au  point  A'. 

3"  L'  —  6*  <  o. 

Il  n'y  a  plus  d'asymptotes  non  parallèles  à  l'aicedesj. 

Dans  ce  cas  les  racines  du  trinôme  du  second  degré  ne 
sont  pas  nécessairement  réelles;  d'ailleurs,  quand  elles 
sont  réelles,  elles  sont  toutes  deux  de  même  signe  et  toutes 
deux  positives. 

1°  K>a.  —  Les  racines  sont  réelles,  comme  cela 
résulte  de  la  forme  (7)  de  B*  —  AC.  On  voit,  par  des 
substitutions,  que  la  plus  petite  d  est  comprise  entre  a 
et  K,  comme  la  racine  positive  unique  dans  le  cas  de 
L*  —  i'  >  o.  La  plus  grande  racine  e  est  comprise  entre 
K  et  4-  00  . 

L'équation  peut  s'écrire 

^  _  L»  —  b^  [x  -h  a)  (x  -^  a)[x  -^  d){x  ^  e) 
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A  cau3e  de  L*  —  è'<^  o,  x  ne  peut  varier  qu'entre 
—  â  et  +  a  ;  on  a  donc  une  courbe  fermée  entre  A'  et  A, 
puis  deux  branches  infinies  asymptotes  à  la  droite  K, 
Tune  partant  de  D,  Tautre  aboutissant  en  E. 

2^  K<^  a.  —  Les  racines  ne  sont  pas  nécessairement 
réelles. 

Si  fl'L*  —  i*(a*  —  K')>o,  les  racines  sont  réelles 
et  inégales,  plus  grandes  que  a  :  Téquation  conserve  la 
même  forme  que  dans  le  premier  cas. 

On  a  d'abord  deux  branches  infinies  asymptotes  à  la 
droite  K  Tune  partant  de  A',  l'autre  aboutissant  en  A, 
puis  une  courbe  fermée  entre  D  et  E. 

Si  a'L'  —  i*  (a*  —  K*)  =  o,  la  racine  est  double  et  plus 
grande  que  a,  les  deux  points  D  et  E  se  réunissent  en  un 
seul  qui  devient  un  point  isolé  de  la  courbe. 

Si  a*L*  —  A* (a*  —  K'X;  o,  racines  imaginaires. 

i^K  =  a,  —  L'équation  devient 

A  cause  de  L*  —  A*  <C  ^^  '^  courbe  est  une  ellipse  com- 
prise entre  les  points  A'  et  D. 


NOTE  SUR  LA  DECOMPOSITION  DES  FRACTIONS 
RATIONNELLES^ 

Par   m.    de  SAINT-GERMAIN, 

'Répétiteur  à  Sainte>Barbe. 

Je  veux  présenter  ici 'deux  remarques  très- simples, 
mais  qui  pourraient  servir  à  mettre  de  Funité  dans  la 
tbéorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles.  En 
admettant  la  forme  de  décomposition  connue  pour  le  cas 
où  le  dénominateur  n'a  que  des  facteurs  simples,  jen 
déduis  le  résultat  ordinaire  dans  le  cas  où  un  nombre 

Afin,  de  Malhémal.,  2«  série,  t.  VIII.  (Août  1869.)  ?.4 
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quelconque  de  facteurs  deviennent  égaux.  En  second  lien. 
de  la  formule  ainsi  obtenue  je  passe  au  cas  où  les  racines 
multiples  sont  imaginaires. 

Si  la  fonction  F(x)  n'admet  que  des  diviseurs  diffé- 
rents, et  qu  on  ait 

F(*)=:(;r-a)(:r-^)...(x~/), 

on  a 

//(x)_  /(a)  , 


(^) 


\f(j:)      (a-6)(«-^). ..(«-/;; 


( 


/(*) 


S  n  racines,  a,  b^  . .  .^fj  g  doivent  devenir  ^ales, 
supposons  qu'auparavant  elles  forment  une  progressioD 
arithmétique  dont  nous  ferons  tendre  la  raison  vers  zéro. 
Posons  donc 

b=za-¥-t,     c  =:  a -h  i€,     g=za-\-(n  —  i)c. 

La  formule  (i)  deviendra  évidemment,  en  faisant 
Fi  (x)  =  (x  —  h)  (x  —  i)...{x  —  /), 


1.2.3.  ..(/i  —  I J«"-' F, (a)  X  —  a 
(-i)"-V(^-+-«) 


H- 


F(x)        \ 


1  .  T  .  2  •  .  .  ^  /l  —  2  )«"-'  F,  (  a  -4-  «  )  ;/'  —  fl  —  € 

l.'3l.l.2.3...(«— l)t"-'F,(/I-+-2c).r — rt— 2«"^*" 

/[<7-4-(w  — l)e] I 

\,i,.,[n—  i)e«— »F,[€î-+-(/î— 1)«]  .r — «_-(/f— 1;£ 

H  L  . 

X  —  h  X  —  / 

Les  n  premiers  termes  représentent  le  quotient  par 

i  .2. .  .(n  —  i)e""*  de  la  n  — i'*'"'  différence  des  valeurs 


\ 


que  prend  la  fonction 


An] 


^x^a)ï\\,a) 


quand  on  donne,  à 


(  :^7>  ) 

la  variable /2,  n  valeurs  en  progression  arithmétique.  Or, 
quand  £  tend  vers  zéro,  ce  quotient  a  pour  limite,  saui 
le  diviseur  i.a.3. .  .(n  —  i),  la  dérivée»  —  i**"*'  de  la' 
fonction  par  rapport  a  a.  Quant  aux  termes  suivants, 
leur  limite  n'offre  pas  de  difficulté,  et,  quand  les  racines 
seront  égales,  on  aura 


F(x)        i.a.3...^«  — i)  f/^-' 

X  —  h  .r  —  / 

Si  Toa  développe  le  premier  terme  par  la  formule  qui 
donne  \^n  —  i'*"'  dérivée  d'un  produit,  on  retrouve  la 


suite  connue 

î 

-4- 

I 

F,{«}  (.r- 

H 

I  .2. 

I 

:\[n 

da        y  an  — 

F,(rt) 

X  — ' 

-1  . 

n 

En  second  lieu,  considérons,  comme  on  le  fait  pour  le 
cas  des  racines  inégales,  les  fonctions  simples  correspon- 
dant à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  dont  le  degré 
de  multiplicité  est  le  même;  la  formule  précédente  suffit 
pour  établir  que  les  numérateurs  sont  des  imaginaires 
conjuguées,  et  on  a 

;         A-f-Bv/'^  A, -hB.v'^ 


f  An^i  —  Bn— I  W —  I 

4. 
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En  ajoutant  toutes  ces  fractions,  on  aura  une  fraction 
irréductible 

cp  (jt)  étant  du  degré  un  —  i  et  à  coefficients  réels.  Or  on 
a  par  la  division 

ç(x)  =  [(j:-a)^-hp']ç,(x)-4-Mx-f-N, 
7 ,  (x)  z=  [{x  —  aY  -f-  P*]ti(x)  -h  M,  j:  -4-  N, , . . . , 

de  sorte  qu'en  éliminant  fj,  ft,  etc.,  on  trouve 

ç(a:)  =  M:p  4-  N  +  [(x  -  a)»  +  p»](Mt*  +  N.)  +. . . 

Mx  +  N  M.x-+-Nt 

Mw^t  X  -4-  N,.^,    • 

M  et  N  n'étant  pas  nuls  à  la  fois. 

Note  du  Rédacteur*.  — ^  Une  solution  moins  simple  de 
la  même  question  a  été  donnée  par  M.  Vieille,  dans  les 
Comptes  rendus  de  Vjicadémie  des  Sciences  ^  année 
i85g. 


QUESTION  DR  LiCBNGB^ 

Solution  par  M.  E.  PELLET, 

Élève  à  l'École  Normale. 

Déterminer  tous  les  conoïdes  droits  tels  que,  en  cha- 
cun de  leurs  points,  les  rayons  de  courbui'e  des  deux 
sections  principales  de  la  surface  soient  égaux  et  diri- 
gés en  sens  contraires. 
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On  indiquera  ensuite  comment  "varie  sur  les  surfaces 
obtenues  la  valeur  absolue  du  rayon  de  courbure  com-^ 
mun  aux  deux  sections  principales,  quand  le  point  se 
déplace  sur  Vune  des  génératrices. 

On  sait  que  les  valeurs  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  les  racines  de  Téquation 


(/t— j*  Jp*  — \/i -f- p» -h  9'[(H-/>')r  —  2/>95 -H  (H- ^')r]p 

-f-(i-h/>»H-7»)'  =  o. 

Soil  2  =  f  "-  Téquaiion  du  conoïde,  on  a 

9' et  (f  étant  les  dérivées  première  et  seconde  de  cpl-j 
par  rapport  à  -  • 
9|~}  doit  satisfaire  à  Téquation  différentielle 

(l  -{-  p'^)t—  ipqs-h  (1  -f-  7^)^=0, 

qui  devient,  en  mettant  les  valeurs  précédentes  pour  p, 
q,  r,  5,  ^ 


t" 

(-S)-t'^=«. 

d'oui 

'on  tire  immédiatement 

« 

«'-      "     , 

'"-S 

puis 

/     y\ 

? 

=^  a  arc  tang  (  -  |  -h  i. 
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Ainsi  les  conoïdes  droits  ayant  en  chaque  point  leurs 
deux,  rayons  de  courbure  principaux  égaux  et  dirigés  eu 
sens  contraires,  sont  les  hélicoïdes  droits. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  au  point  (x,  jr,  z) 
ont  pour  expression 

«r^  -h  x^-hy  _  ^  «*  "+-  ''' 
a  a 

r  étant  la  distance  du  point  à  Taxe  des  z,  ou  autrenieni 
la  longueur  de  la  génératrice  passant  par  le  point,  com- 
prise entre  Taxe  des  z  et  le  point.  Le  plan  tangent  au 
point  (x^jr^  z)  fait  avec  le  plan  tangent  au  point  (0,0,  z) 

qui  est  vertical,  un  angle  dont  la  tangente  est-* 

On  peut  donc  facilement  construire  ces  rayons  de 
courbure  en  grandeur  et  en  position. 

SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 

Question  945 

(  vulr  X*  série,  t.  VIII,  p.  17b)  ; 

Par  m.  AOUIT, 

Élève  au  collège  de  Blaye. 

Relations  d^ identité  entre  les  anghs  d^un  triangle 
rectiligne  : 

I"  siniA  -f-sinîB  H-  sinaC 

r=:'2{sinA  -f-sinB  H-  sinC)(cosA -+-  cosB  H-  cosC  —  i); 
2°  (sin  A  -h  sinB  ^-  sinC)'  -h  4(cosA  -f-  cosB  -f  cosC  —  i) 
-f-  (  ces  A  4-  cosB  -+-  cosC  —  i  y 
-4(sinBsinC  -f-  siDAsinC  +  sinAsinB). 

(J.-(]h.  Du]^4l^.) 
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i*'  On  sait  qu^on  a 

sin2A  +  sinsB  +  sin2C 

=  2(sinAcosA4-siBBcosB  +  sinCcosC). 

Ajoutant  et  retranchant  au  second  membre  le  double  de» 
quantités  égales 

sin  A  -4-  siii  B  +  sîo  C 
ot 

sin  (B  -i-  C)  4-  sin  (A  h-  C)  -f-  sin(  A  -4-  B), 

nous  avons  en  développant 

sinsA +  sin2B +sin2C 

=  2  (sin  A  cosA  -h  sinBcosB  +  sin€  cosG 
+  sin  B  cosC  -f-  sin  G  cosB  +  sin  A  cosB 
+  sin  G  cos  A  +  sin  A  cosB  +  sinB  cosA 
—  sin  A  —  sin  B  —  sin  G), 

ou  bien,  mettant  sin  A,  sinB,  sinC  en  facteur, 

sin  2 A  -h  sin 2 B  -h  sin2G 

=  2[sinA(co$A  +  C05B  + cosG — i) 
-h  sin  B(  cos  A  -+•  cosB-+-cosG  —  i) 
-h  sin  G  (cos  A  -h  cosB  -f-  cosG  —  i)]^ 
d'où 

sin2A  +  sin2B  +  sin2G 

=  2  (sinA  -T-  sinB  -h  sinC)  (cosA  +  cosB  -f-  cosC  —  i). 

2^  Développant,  réduisant  et  remplaçant  cosA,  cosB,< 
cosC  par  —  cos(Bh-C),  — cos  (C -h  A),  —  cos  (A 4- B)^ 
le  premier  membre  devient 

2  sinB  sin  G  +  2sinGsinA  +  2  sin  A  sinB 

-+-  2  cosB  cosG  -+-  2  cosC  cosA  +  2  cos  A  cosB 
—  2cos(B-l-C)  —  2cos(€-+- A)  —  2  cos  (A -f  B) 
=  4(sinAsinB  -+-  sinBsinG  H-  sinCsinA), 

à  cause  des  termes  2  cosB  cosC, . . . ,  qui  se  détruisent. 
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On  trouve  encore 

sin2A  +  sinsB  +  sin2C  =  4&inAsiDBsinC  =  —  =  — ? 

p,  r,  R  étant  le  deini-péiîmèlre,  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit, le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et 

sinBsinC  +  sinCsinA  -^  sinA  sinB=:  l  J^  ]  -+-  (  —  ]  -f-. 

On  a  d'un  autre  côté 

.    _  6  '    ^  c  a 

sinBr=-— ,     sinC  =:---)      sinA=:-— ? 
iK  aR  2R 

d'où 

•    m    •    -n         •    ^    •    *  .     .    .    ^        ùc  -^  ac  -h  ab 

sinBsinC  +  smCsinA  +  sinAsinB  = 7- , 

4R» 

d'où  la  relation  connue 

bc  -\-  ac  -^  ab  z=z p^  -h  r^  -h  iKr. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE. 

(ANNÉE  1869.) 

Composition  fie  Mathématiques, 

Etant  donnés  un  rectangle  et  un  point  P  dans  le  plan 
de  ce  rectangle,  par  le  point  P  on  mène  une  droite  quel- 
conque PQ,  et  Ton  imagine  les  deux  coniques  qui  pas- 
sent par  les  quatre  sommets  du  rectangle  et  qui  sont  tan- 
gentes à  la  droite  PQ.  Soient  E  et  E'  les  deux  points  de 
contact  et  M  le  point  milieu  de  la  droite  EE';  chercher 
Téquation  du  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  on  fait 
tourner  la  'droite  PQ  autour  du  point  P. 

On  construira  le  lieu  dans  les  hypothèses  suivantes  : 
le  rectangle  se  réduit  à  un  carré  dont  Iv.  côté  est  aflf,  ei 
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si  Ion  prend  pour  axes  des  coordonnées  les  parallèles  aux 
côlés  du  carré  menées  par  son  centre,  les  coordonnées 

du  point  P  sont  x  =  ^»  ^  =  -. 

Solution, 

Ax'H-  B/'=  !,     équation  de  la  conique, 
A«'-f-  B6*=r  I,     équation  de  condition, 
kpx  -+-  B^/  =  I,     équation  de  la  tangente. 

Le  lieu  des  points  de  contact  sera  donc 

I  .H  y^     j 

I  px  qy   \=o, 

I  û'  b^    \ 
ou 

pb'x  —  a^qy-{-  a^y-  —  h^x^  -h  qx^jr  -hpy^x  =  o, 
ou,  eu  transportant  au  point  (p^  9), 

-+-  (a^—  p^)jr'  -+-  qx^jr  -^  py^x  2=  o. 
Le  lieu  des  milieux  sera 

'ixylqx  — />r)-l-  (7'—  ^')x'-+-  (rt=^  —  p^)y^=i  o. 

Composition  de  Physique. 
I. 
Lois  du  mélange  des  gaz  entre  eux  et  avec  les  liquides. 

IL 

A  Faidc  d*uue  pompe  pneumatique,  on  aspire  un  gaz 
d  un  premier  réservoir  pour  le  refouler  dans  un  second. 
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Les  deux  réservoirs  out  même  capacité  et  la  pression  y  est, 
au  commencemeot,  d^une  atmosphère.  Le  premier  con- 
lient  un  mélange  à  volumes  égaux  de  deux  gaz  solubles 
dans  Teau,  dont  les  coefficients  de  solubilité  sont  i  et  a: 
le  deuxième  est  à  moitié  plein  d^eau  et  contient  un  gaz 
insoluble.  Le  piston  de  la  pompe  laisse  au-dessous  de  lui 
un  espace  nuisible  égal  au  dixième  du  volume  total  du 
corps  de  pompe,  de  sorte  que  le  jeu  de  la  pompe  a  une 
limite.  Quand  cette  limite  est  atteinte  : 

1^  Quelle  est  la  pression  du  gaz  dans  les  réservoirs? 

2^  Quelle  est  la  composition  du  gaz  dissous  dansTeau, 
v,i  celle  du  mélange  qui  est  au-dessus  de  Teau? 

3^  Quel  est  le  travail  nécessaire  pour  faire  mouvoir  le 
piston,  ou  au  moins  quel  est  le  tracé  graphique  qui  re- 
présente ce  travail? 

m. 

Dans  une  balance  de  Coulomb,  les  deux  boules  sont 
d^ abord  eu  contact  et  le  fil  sans  torsion.  En  électrisant  la 
boule  fixe,  la  boule  mobile  se  trouve  repoussée  à  3o  de- 
grés. On  demande  ce  que  deviendra  cet  écart  an  bout  de 
dix  minutes,  sachant  que  la  perte  est  ce  jour-là  d'aa 
quarantième  de  la  charge  moyenne  par  minute. 

CONCOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  POLYTKGHNIQIII. 

(ANNÉE  1869.) 

Composition  de  Mathématiques, 

On  donne  un  triangle  rectangle  isoscèle  AOB  et  on 

demande  : 

i"  L'équation  générale  des  paraboles  P,  tangentes  aux 
trois  côtés  du  triangle  AOB  ^ 
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2^  L'équation  de  Taxe  de  Tune  quelconque  de  ces  pa* 
raboles; 

3^  L^ëqualion  et  la  forme  du  lieu  des  projections  du 
point  O,  sommet  de  l'angle  droit  du  triangle  AOB,  sur 
les  axes  des  paraboles  P. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Représenter  le  solide  commun  à  une  sphère  et  à  un 
cône  définis  de  la  manière  suirante  : 

La  sphère  est  inscrite  dans  un  cube  ayant  i5  centi- 
mètres de  côté  ]  la  face  inférieure  du  cube  est  dans  le  plan 
horizontal  de  la  projection  et  la  face  postérieure  est  dans 
le  plan  vertical. 

Le  cône  est  de  révolution  ;  il  est  tangent  att  plan  hori- 
zontal, son  sommet  est  le  centre  O  de  la  face  ABCD  du 
cube,  et  son  axe  passe  par  le  sommet  (A^  A')  du  cube. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  indiquera  les  constructions 
nécessaires  pour  trouver  un  point  quelconque  de  la  ligne 
d'intersection  du  cône  et  de  la  sphère  et  la  tangente  en  ce 
]>oint. 

Nota.  — ■'  Prendre  pour  ligne  de  terre  une  droite  pa- 
rallèle aux  petits  côtés  de  la  feuille  et  à  égale  distance  de 
ces  côtés. 

Solution  de  la  question  de  Mathématiques  ; 
Par  un  ABONNÉ. 

Prenez  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  du  triangle  rectangle  isoscèle  ;  désignez  par  a 
la  longueur  OA. 

Cela  posé,  si  a  et  ^  sont  deux  paramètres  variables, 
toute  conique  inscrite  dans  le  triangle  AOB  sera  repré- 


(  38o) 
sentée  par  Tcquaiion 

On  exprime  comme  à  Tordinaîre  que  celte  équation  re- 
présente une  parabole;  et  finalement  l'équation  générale 
des  paraboles  devient 

(pjc  —  axY-^  2fl(pj:  -h  ay)  +  <!?=  o 

avec  la  relation 

a-f-p  =  i, 

et  Taxe  de  chaque  parabole  a  pour  équation 

L'équation  du  lieu  s'obtiendra  donc  en  éliminant  a  el^ 
entre  les  équations 

a-h   p   =:l, 

«.'^-f-Pr^o, 

p.r  —  ajrH ^; -r^  =  O, 

ce  qui  conduit  sans  peine  à  Téquation 

(x»-h  j^)^—  a  [x  -h^)  (jr  ~  x)"—  o. 

Le  lieu  est  donc  du  quatrième  ordre,  ayant  au  point  0 
un  point  triple;  en  ce  point  triple  il  y  a  rebroussement 
suivant  la  bissectrice  intérieure  de  Tangle  AOB;  et,  en 
outre,  le  point  générateur  du  lieu  traverse  le  point  O  une 
autre  fois  dans  la  direction  perpendiculaire  à  la  tangente 
de  rebroussement.  Ce  lieu  n'a  pas  de  branches  infinies 
réelles;  mais  il  est  tangent  à  la  droite  de  Tinfini  en  cha- 
cun des  deux  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
tous  les  cercles  du  plan. 
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Il  n'y  a  donc  aucune  difficulté  à  tracer  la  courbe  du 
lieu,  surtout  si  Ton  remarque  que  ce  lieu  passe  par  les 
deux  extrémités  de  T hypoténuse  ÂB,  et  touche  cette  hy- 
poténuse. 

D'ailleurs  Féquation  polaire  du  lieu  se  déduit  immé- 
diatement de  Téq nation  déjà  écrite,  et  cette  équation 

p  =  â(cosM  +  sino>)(cos{i>i  —  sinw) 

conduit  aussi  à  une  discussion  et  une  construction  fa- 
ciles. 

Remarque.  —  Si  l'on  décrit  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  AOB,  celte  circonférence  est,  comme 
chacun  sait,  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  para- 
boles P^  soit  (f  l'un  quelconque  de  ces  foyers.  Projetons 
ce  foyer  en  G  et  H  sur  OA  et  sur  OB.  GH  sera  la  tan- 
gente au  sommet  de  la  parabole  dont  le  foyer  est  cp; 
donc  cfY,  perpendiculaire  surGH,  sera  l'axe,  et  la  per- 
pendiculaire, abaissée  du  point  O  sur  9V,  y  marquera 
le  point  correspondant  M  du  lieu  demandé.  Cela  montre 
que  le  lieu  demandé  est  aussi  le  lieu  du  pied  de  la  direc^ 
trice  sur  Vaxê;  et  cette  construction  donne  sans  peine 
Téquation  polaire  ci-dessus. 

Mais  cette  construction  géométrique  est  surtout  utile 
pour  contrôler  les  calculs;  car  elle  donne  à  elle  seule  la 
forme  du  lieu  et  aes  tangentes  principales. 


Autre  solution  de  la  même  question  ; 
Pae  m.  a  BILAIRB. 

On  sait  que  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  inscrites 
dans  un  triangle  est  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 
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Si  je  prends  pour  origine  le  sommet  et  po«r  ates  les 
cotés  de  l'angle  droit  du  triangle  donné  et  si  je  pose 
OA  =  OB  =  a,  Féqualion  du  cercle  circonscrit  au  Vntm> 
gle  est  x*-hj*  =  a  (x-h  j). 

Un  point  quelconque  (x',  j^'),  pris  sur  ce  cercle,  est  le 
foyer  d'une  parabole  inscrite  au  triangle.  Si  Ton  abaisse 
de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  seront  sur  une  ligne  droite 
qui  est  précisément  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  : 
l'équation  de  cette  droite  est 

D'ailleurs  la  directrice  de  la  parabole  doit  passer  par  le 
point  O  ;  son  équation  est  donc 

— -h— =  0      ou      j'x-f.r'j  — o. 

D'après  cela,  pour  le  point  {x',j')  : 
i^  L'équation  de  la  parabole  est 


(^-^j-^ix-yy-    ^.,^  .,  , 


2"  L'équation  de  l'axe  est 

x'  et  y  étant  liés  par  la  relation 

3°  Le  lieu  demandé  n\;st  autre  que  le  lien  du  poitit  de 
rencontre  de  la  directrice  avec  Taxe.  Pour  avoir  son 
équation,  il  suffit  d'éliminer  x'  et  j^'  entre  l'équation  de 
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la  directrice 

(l)  y.r-^-x'x=zO, 

réquation  de  Taxe 
et  la  relation  connue 

(3)  .r'^-f-r"=^(^'H-r'). 

Pour  cela,  je  pose  x'=  Xj'.  Les  trois  équations  de- 
viennent par  cette  substitution 

(4)  x'{x  -\-\x)  =  o     ou     a?-hX/=:o, 

(5)  jr^lx  =  y(l-^V), 

(6)  y{i^\^)  =  a(i^Vj, 

En  multipliant  mend^re  à  membre  les  deux  dernières 
équations,  on  fait  disparaître^'  et  on  obtient  Fëquation 

(7)  (»  -^  ^^') (r  -  >^)  ==  «  (I  -4- M  (1  -  >*). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  X  entre  cette  équation  (7) 
et  Téquation  (4)  qui  ne  contient  pas  y;  on  aura  ainsi 
réquation  du  lieu 

(.^'  ■+-x'y=  «  (r  —  ')  ir' — '^''' 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  n'a  pas  de 
branches  infinies;  on  voit  sur  l'équation  qu'elle  passe 
par  les  points  circulaires  à  l'infini^  par  l'origine  et  par 
les  deux  autres  sommets  du  triangle. 

L'équation  ne  change  pas  si  on  permute  x  et  y.  La 
courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice 
de  l'angle  j^O. T.  Si  on  la  rapporte  h  cette  droite  OX  et  à 
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sa  perpendiculaire  OY,  rcqualioQ  devient 

On  voit  par  celle  forme  d'équation  que  la  courbe  n'a  pas 
de  points  à  gauche  de  OY.  Pour  la  construire,  il  est  plus 
simple  de  prendre  Féquation  en  coordonnées  polaires, 
OX  étant  Taxe  polaire.  L'équation  est 

p  =  a  ^2  sin  6>  sin  2f>>. 
La  construction  n'offre  aucune  difficulté. 


RBGTIFICATiON. 


La  question  932  proposée  par  M.  Laisant  dans  le  nu- 
méro de  juillet  des  Nouvelles  Annales  a  déjà  été  résolue 
par  M.  Gerono  (t.  XVII,  i858,  p.  283).  Depuis,  la  solu- 
tion a  été  insérée  dans  plusieurs  Traités  de  Trigonomé- 
trie. L'énoncé  de  cette  question  appartient  â  Euler. 


ERRATUM. 

Page  3i5  î 

L'énoncé  de  M.  Laisant  doit  être  lu  ainsi  : 

Tout  cube  parfait  augmenté  de  3,  4>  ^  ou  6  unités  d'*ordrrs  quelconqvxt 
n  est  pas  un  cube  parfait. 
Page  3i6: 
Au  lieu  de  :  mq.  Uses  :  m. 9. 
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SUR  LB  PASSAGE  DBS  MPPfiRBNCBS  AUX  MFFÉRBNTIBLLBS  ^ 

Pak  m.  a.  GENOCCHI, 

Professeur  de  l'Université  de  Turio. 


Les  raisonnements  par  lesquels  on  démontre,  même 
dans  les  Traités  les  plus  recommandables  de  calcul  dif- 

férentiel,  le  théorème  général  lim  —^  =  -r-^  me  sem- 

blent  peu  satisfaisants.  On  s'appuie  sur  un  lemme 
d'après  lequel  la  dérivée  partielle  9>^(x,  a)  d'une  fonc- 
tion de  deux  variables  qui  est  toujours  nulle  pour  a  ==  o 
serait  nulle  aussi  pour  /3  =  o,  et  Ton  déduit  ce  lemme 
de  la  relation  connue 

/(^  ^  h)  -/(^)  =  hf{x  -f-  e//). 

Maisy  en  examinant  la  démonstration  de  cette  rela- 
tion, on  ne  voit  pas  clairement  comment  elle  peut  avoir 
lieu  dans  le  cas  du  lemme,  car  la  plupart  des  considéra- 
tions qu'on  emploie  deviennent  alors  inapplicables  ;  d'un 
autre  côté,  dans  Fénoncé  du  lemme,  il  ne  faudrait  pas  par- 
ler des  valeurs  des  fonctions  ^  (x,  a) ,  (p'^  (x,  a) ,  dans  le  cas  de 
a  =  o*,  mais  de  leurs  limites^  et  pour  Tappliquer,  il  fau- 
drait démontrer  que  toutes  les  conditions  sous  lesquelles 
il  subsiste  se  trouvent  vérifiées,  ce  qu'on  ne  fait  pas. 

Or  le  théorème  dont  il  9'agit  peut  être  établi  d'une 
manière  rigoureuse  et  fort  simple,  en  supposant  même, 
pour  plus  de  généralité,  que  les  accroissements  successifs 
de  X  soient  des  quantités  égales  ou  inégales  A,  h^^h^^  etc. 

Soit  ^=/(x),  Ay  =f(x  H-  h)  — /(r),  eu  prenant 
les  dérivées,  on  aura 

Ann.  de  Hathêmat.,  2<^  série,  l.  VIII.  (Septembre  1869.)         ^5 
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el  de  là  on  tirera,  pour  n  quelconque, 


dr 


car,  en  admettant  cette  équation  et  prenant  les  diffé- 
rences des  deux  membres,  il  vient 

-(È)='[^]-(z:)- 

où  l'on  a  fait  z  =  ù^'jr,  et,  comme 

\dx)  dx  dx 

il  s'ensuit 


m 


dx 


de  manière  que  Téquation,  si  elle  a  lieu  pour  Tindice  », 
a  lieu  aussi  pour  Tindice  n  + 1  ' 

Maintenant,  e  étant   une  quantité  infiniment  petite 
avec  A,  on  a  par  définition 


h         dx 
si  h  et  ^y  désignent  les  accroissements  correspondants 
de  X  et  j^.  En  faisant  -^  =J^n  "7^  =  y'y  ®^  appelant  A, 
un  deuxième  accroissement  de  x,  on  aura  pareillement 

/i,  dx  ^       hx  ilx 

OÙ  t  et  e'  sont  des  quantités  infiniment  petites  avec  h\ 
mais,  d'après  ce  qu'on  a  démontré, 


ilx        h      dx 


=iKê> 


ou 


donc 


savoir 
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r/r.  _  A/ 


\\y        d'y 
h  h.         dx^ 


cVoù,  en  passant  à  la  limite  pour  A  =  o  et  Aj  =  o,  on 
déduit 


lim 


/A^rX  __  d^x 


On  peut  s'élever  aux  difTéreoces  et  dérivées  d'ordres 
supérieurs  pour  établir  la  formule  générale 


/         A«.r         \       d-x 
lim    -r-T—, — ' — ; —  I  =  -T — 
\/*A,/i,...A^,/        dx^ 


En  effet,  si  cette  formule  est  vraie  pour  l'ordre  n,  on 
pourra  écrire 


e  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  les  accrois- 
sements A,  A,,. . .,  A„_,  -,  soit  ^ — ^^  ==  j„,  ^  =j',  et 
soit  donné  à  x  un  nouvel  accroissement  A„,  nous  aurons 

AT,  _  «(n  A"y^         __  ff^r^         ; 

A,    ~   rflr         '"      A//,.  .  .A„_.  ""   £/.r«   ■*"  '  ' 

€„  et  î*  étant  aussi  infiniment  petits  avec  tous  les  accrois- 
sements ^  et,  comme 

dfn  __  I  <^(A".r^ 


et 


il  viendra 


ou 
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-m 

d-r' 
--ds«^' 

A"+'r 

an^y 

ce  qui  montre  que  la  même  formule  a  lieu  pour  Tordre 
«  -f-  I. 


KOTE  SUR  LE  PENDULE  CONIQUE^ 

Par  m.  E.  COMBESCURE, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier. 


Dans  l'un  des  derniers  numéros  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  Vjécadémie  des  Sciences,  M.  Resal  a  pré- 
senté une  Note  relative  au  mouvement  de  rotation  de  l'el- 
lipse très-petite  que  décrit  un  pendule  conique  dans  le  vide. 
La  première  solution  de  ce  problème  a  été  donnée,  si  je  ne 
me  trompe,  par  M.  Airy  dans  le  Journal  astronomique 
de  Londres  (i85i  et  avant)  -,  seulement  l'analyse  de  l'ha- 
bile astronome  exige  la  distinction  des  deux  cas,  savoir: 
celui  oùTellipse  est  presque  circulaire  et  celui  où  elle  est 
très-allongée.  J'avais  communiqué  en  i833,  à  M.  Gond, 
de  Cambridge  (Etats-Unis),  une  solution  du  même  pro- 
blème, et  cet  éminent  astronome  m'ayant  appris  que  la 
question  avait  été  traitée  par  M.  Airy,  je  n'avais  plus 
songé  à  publier  ma  solution.  Cependant  la  marche  que 
j'avais  suivie  me  paraît  plus  simple  et  plus  uniforme  que 
celle  de  M.  Airy.  Comme  elle  n'est  guère  plus  compliquée 
que  celle  qui  se  rapporte  à  la  première  approximation  et 
qu'on  expose  dans  les  traités  classiques,  peut-être  y  aurait-il 
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quelque  intérêt  à  la  faire  connaître.  Je  l'avais  commu- 
niquée en  i856  à  M.  Roche,  qui  venait  de  traiter,  à  un 
autre  point  de  vue,  le  mouvement  circulaire  du  pendule 
pour  un  écart  initial  quelconque,  et  je  nV  aurais  plus 
pensé  sans  la  Note  de  M.  Resal.  Cette  Note  a  été  Tobjet 
d^une  réclamation  de  M.  Tissot,  qui  a  traité,  comme  on 
sait,  le  mouvement  pendulaire  dans  sa  généralité.  Mais 
il  faut  convenir  que  cette  solution  générale,  précisément 
à  cause  de  sa  généralité,  laisse  un  peu  caché  le  fait  ca- 
ractéristique naissant  de  la  deuxième  approximation,  sa- 
voir :  le  mouvement  de  rotation  uniforme  de  Tellipse  m- 
uan'able  et  la  loi  simple  qui  le  régit.  La  même  chose  peut 
se  dire  par  suite  de  Télégante  solution  qu'a  publiée  derniè- 
rement M.  Schlaefli  dans  le  journal  de  MM.  Brioschi  et 
Cremona.  Enfin  on  sait  que  la  deuxième  approximation 
du  mouvement  pendulaire  a  été  entreprise  par  Lagrange 
et  rectifiée  par  M.  Bravais  (i854)')  nksls  il  me  semble  que 
mon  calcul  de  i853  est  plus  simple,  et  plus  propre  en 
même  temps  à  mettre  en  évidence  les  phénomènes  dyna* 
miques  révélés  par  la  deuxième  approximation. 

a  est  la  longueur  du  pendule,  N  la  pression,  K'=  ^gh' 
la  vitesse  initiale  qui  répond  k  z  =  h,  les  z  étant  comptés 
à  partir  du  point  le  plus  bas;  i^  désignant  la  vitesse,  on  a 

OÙ  £  =  -  (A  +  A').  Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

a/-  =  T,      -=:?,     -  =  «, 

\    n  a  a 

1  tt[uation  du  mouvement  vertical,  savoir  : 


peut  s'écriru 

-^  +  4(l-f  a)Ç  =  4a  +  3Ç'. 

En  posant  ^  =r  X  -+-  u  et  prenant  pour  1  la  racine  de 
l'ordre  a  de  Téquation 

l'équation  précédente  devient 

OÙ 

3 

u»=:i  H-  a l. 

1 

Quand  on  néglige  les  quantités  de  Tordre  a}  ou  i/*,  on  a, 
pour  première  valeur  approchée, 

K,  =i:  A  CCS  2  piT  -h  B  Sin  2  fit. 

Faisant 

«  =  «,-+-  m', 

u'  étant  de  Tordre  a',  et  négligeant  w,m',  m",  qui  sont  de 
Tordre  a*,  a^,  il  vient,  par  la  substitution  dans  (i), 

3(A'H-B»)       3(A»— B')        ,  o    «  .    / 

= H-  -^ -'  cos4piT  +  3ABsin4r- 

2  2  ^'^  "^ 

Si  Ton  pose 

„/ _  3(A'+BM 

ou  trouve  tout  de  suite 


M  cos4pT  H-  N  sin4pT, 


A'-B=  AB 

M  -— • -—- ,      N  I-  —  -  —  . 


(-  39'  ) 
Les  coefficients  de  u'  étant  de  Tordre  a',  on  peut  y  rem- 
placer [i*  par  I . 

En  supposant  ^=o  pour  t  =  o  la  «seconde  valeur 

approchée  de  f,  savoir  : 

fait  voir  que  B  =  o,  l'hypothèse  A  =  a  ne  pouvant  être 
adoptée  ici.  Et,  comme  z  =  h  pour  t  =  o,  il  en  résulte 

»  =  -  (de  même  r/=:  —  |  ;  d'ailleurs 
a  \  aj' 

X=|[n-a~(i-a-ha')^] 

ck}  >3-I->3'         (n-^WY 


ou 


2  16 

Donc,  à  l'approximation  où  Ton  s^arrête, 

_  >»-^V  _  {ri^-n'Y   .   in --n'y 
^""2  16  8 

fn  —  ri'        nn'\  {n  —  yi'Y       , 

-h   I h  -y-  I  C0S2LIT C0S'2ur. 

\       2  4    /  '^ 

Les  valeurs  extrêmes  de  ^,  lesquelles  répondent  à  t  =  o, 

fjtr  =-1  sont  m  et  r;,  =  r,'l  i j- 

En  introduisant  dans  l'expression  de  ^ 

il  vient 

(2)      Ç  =  >3  cos^jiAT  H-  >3,  sin^/xT  H ^^— ^sin'piTcos'ptT. 

Soit  ar  le  rayon  vecteur  de  la  projection  horizontale 
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du  mobile,  pn  sorte  que 

on  a,  d*après  la  dernière  équation, 

3 
( 3 )     r^=ip^ cos'fXT -h  p]  sin' /^f  -h  n  ( p'  —  p  J)^  sin'fi^  cos\ut, 

p,  Pi  étant  les  valeurs  extrêmes  de  r.  On  peut  remarquer 
que,  si  |0  =  pi,  la  trajectoire  se  réduit  à  un  cercle,  comme 
dans  la  première  approximation. 

La  vitesse  initiale  étant  supposée  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  initial  p,  Téquation  des  aires  peut  s'écrire 


do,=  V««.(^+^)rfM 


r  étant  exact  jusqu'aux  termes  de  Tordre  r*  ou  ^,  eila 
parenthèse  étant  multipliée  par  y/y}y;, ,  qui  est  de  Tordre 
de  ^,  on  ne  doit  conserver  dans  co  que  des  termes  de 
Tordre  de  Ç. 

On  peut  donc  prendre 

L'expression  (a)  de  ^  peut  s'écrire 
d'où,  en  décomposant  en  deux  facteurs, 


II  I  I 


j;         2v  n  —  >},  2v  71  —  r.i 

V  — .J-^ ; ces  2  UT  V  4-  1 C0S2UT 

4  4 

2  in 

En  développant  le  second  terme  de  --  suivant  les  puis- 
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sances  croissantes  de  (m  —  yji),  par  les  mêmes  raisons 
d'approximation  que  ci-dessus,  on  pourra  réduire  le  dé- 
veloppement à  son  premier  terme,  dans  lequel  ternie 
d'ailleurs  u  pourra  être  remplacé  par  l'unité.  D'après 
cela,  on  aura 

.  //      ''\  /      "A  >-•-/'' 'ang'r       4 


ou 


Aux  quantités  près  de  l'ordre  y?',  on  a 

1                 m  -f-ïî,         I                 >}  H-  ni          I                 ïï  -4-  >}i 
.  — H ,       ~  =  i ,       --=:l — -» 

I  >î  -4-  >!i 

=r  IH 


v/(-i)(-i) 


Donc  le  coefficient  du  premier  terme  de  rfw  se  réduit  à 
l'unité,  aux  quantités  près  de  l'ordre  r,'.  Par  conséquent, 
en  intégrant, 

(4)  w  =  arctang(/7  tangptTJ  H ^ — t, 

doù 


en  posant 
A  cause  de 


tang/xT  =  -  tanga, 


V: 


P'4    /  '    ^^ 
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si  Ton  fait,  pour  un  moment, 

p'  sin»  12  +  pî  cos'a  =  0% 


on  aura 


'^  0'  8  0* 

pîcos^n       3  p=^pî(p'— p;)sin'ncos'n 
'^  0^  8  0*  ' 

et,  en  substituant  dans  (3), 


0' 


en  négligeant  les  quantités  d'ordre  supéiieur  à  p^. 
Il  résulte  de  là  que,  par  rapport  à  Vaxe  polaire  doué 

fin  mouvement  angulaire  uniforme  — —^  t,  la  trajectoire 

horizontale  est  une  ellipse  invariable  aux  axes  p^pi. 
La  durée  du  passage  du  pendule  d'un  sommet  au  sominel 
diamétralement  opposé  sur  Tellipse  mobile  étant 


et  celle  d'une  révolution  entière  du  grand  axe 


""Spp.V^' 


on  a 

G 4f*  4^^ 

A,  B  étant  les  demi -grands  axes  de  Tellipse.  On  peut 

remarquer  que  - —  est  le  rapport  de  la   surface  de  la 
AB 

sphère  pendulaire  à  Taire  de  Tellipse.  D'où  résulte  un 

énoncé  géométrique  assez  simple. 
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DES  INVARIANTS  AU  POINT  DE  VUE  DES  MATHlNATI«UES 
SPÉCIALES; 

Par  m.  p.   DE  CAMPOUX. 


I.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions, 

1°  Transformation  de  V équation  du  second  degré 
en  coordonnées  rectangulaires  dans  le  cas  des  coniques 
à  centre  rapportées  à  ce  centre. 

Nous  appellerons  invariant  toute  fonction  des  coeffi- 
cients de  l'équation  du  second  degré  qui  ne  change  pas 
de  valeur  dans  la  transformation  des  coordonnées.  Ainsi 
tout  le  monde  sait  que  si  dans  Téquation 

A jr>-f-  Bjrr  -^  C/'-f-  F  =  o 

je  substitue,  au  premier  membre,  à  la  place  de  x  cl  de  j  , 

x'cosa  —  j'sina     et     x'sina -h^'cosa, 

de  façon  qu'il  devienne 

ax''^  b.r'y'  -^c/^ 
j'ai  la  relation 

rt  H-  c  =  A  H-  C. 

}e  dirai  alors  que  A  +  C  est  un  invariant  dans  le  cas  où 
Ton  passe  d'axes  rectangulaires  à  des  axes  rectangulaires 
ayant  même  origine. 

Je  vais  m 'occuper,  dans  le  cas  des  coordonnes  rectan- 
gulaires de  mùmc  origine,  de  la  recherche  des  invariants. 

Soit 

A  r-  4-  B  j-j  -H  C j=  -4-  F  ==  o 
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ré(|uaUon  d'une  conique  à  centre  rapportée  à  ce  centre. 
On  peut  toujours,  comme  on  le  sait,  en  faisant  tourner 
les  axes  d'un  angle  convenable,  ramener  réquation  à  la 
forme 

Mx'-t-Nj^»-l-F  =  o. 

C'est  de  cette  équation  simplifiée  que  nous  partirons.  Si 
nous  faisons  tourner  les  axes  d'un  angle  a  arbitraire  et 
que  nous  désignions  par  x'  et  y'  les  nouvelles  coordon- 
nées, nous  aurons 

X  =:  .t'  cosa  — j'  SÏD  a , 
y  ^=2  x'  sina  -4- j' cosa. 

Le  premier  membre  de  l'équation  devient 

M  (.r'cosa  —  /'  sina)^  -f-  N  [x'  sina  H- j'  cosa)2  4-  F, 

c'est-à-dire  de  la  forme 

ou 

(i)  A  r^  M  cos'a-4-  Nsin'a, 

(2)  B  i::^  2sinacosa(N  —  M), 

(3)  C  =  M  sin'a  H-  Ncos'a. 

Les  invariants,  s'ils  existent,  fournissent  des  relations 
entre  A,  B,  C  et  les  constantes  M  et  N  ;  c'est  donc  dans  les 
résultats  de  l'élimination  de  a  entre  les  trois  équations 
qui  donnent  A,  B  et  C  que  nous  devrons  chercher  les 
invariants.  Ceci  nous  montre  qu'il  ne  saurait  y  avoir 
plus  de  deux  invariants,  car  chaque  invariant  fournit 
une  relation  indépendante  de  a  et  avec  ces  trois  équa* 
lions  on  ne  saurait  former  plus  de  deux  équations  dis- 
tinctes ne  contenant  pas  a.  Faisons  I  élimination  de  a 
entre  ces  trois  équations. 
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ÀdditioiiDanl  les  équations  (i)  et  (3),  nous  avons 

A-f-Ci=M4-N. 

Nous  voyons  que  Tune  des  équations  résultant  de  Téli' 
mination  de  a  fournit  immédiatement  un  invariant,  et 
que  dans  la  transformation  en  question  la  sonmie  des 
coefficient  des  carrés  des  variables  est  constante. 

Cherchons  maintenant  la  seconde  équation  fournie  par 
1  élimination  de  a  entre  les  trois  équations. 

Les  équations  (i)  et  (3)  résolues  par  rapporta  sin*a 
et  à  cos^a  donnent 


(4) 

CM  —  AN 

(5) 

AM  —  CN 

Élevant  au  carré  les  deux  membres  de  Téquation  (2)  et 
remplaçant  sin*a  et  cos^a  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (4)  et  (5),  on  aura  , 

4(CM>-AN)(AM>-CN)(N^MP 

Supprimant  le  facteur  commun  (N  —  M)*  et  multipliant 
les  deux  membres  par  (N  -f-  M)*,  il  vient 

(7)  B'{M  -♦-  N)»  =  4(CM  —  AN)(AM  —  CN). 

Développant  le  second  membre,  on  le  met  aisément  sous 
la  forme 

(8)  4[AC  (M'  4-  N')  -  MN  (A* 4-  C')]. 

Or 

A»-f-C*=(A-f-C)^— 2AC 

et,  comme  A  -H  C  =  M  -f-  N,  diaprés  ce  que  nous  avons 
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(lëmoutré, 

A'4-C»=(Mh-N)'~2AC. 

Remplaçant  A'-f-C*  par  cette  valeur  dans  l'expression (8), 
nous  avons 

4[AC(M-l-N)^— MN(M4-N)^] 
ou 

4(M-f-N)MAC  — MN). 

I/équation  (7)  se  transforme  donc  dans  Téquation 

(9)  BMM4-N)»=:4(M  +  N)'(AC  — MN). 

Je  supprime  le  facteur  (M  -H  N)*  commun  aux  deux 
membres,  et  j*ai 

B*rz_4AC  — 4MN 
ou 

B'  — 4AC=:  — 4MN. 

Cette  seconde  équation  indépendante  de  a  montre  que 
B' — 4AC  est  un  invariant.  Si  Ton  passe  d'un  système 
rectangulaire  ayant  pour  origine  le  centre  à  un  autre 
système  rectangulaire  de  même  origine,  le  binôme 
B' — 4A^C  conservera  la  même  valeur;  car  en  revenant 
du  système  où  les  axes  de  la  courbe  sont  les  axes  de  coor- 
données au  système  d'axes  qui  font  avec  les  premiers  un 
angle  égal  à  a  ou  à  celui  des  axes  qui  font  avec  les  pre- 
miers un  angle  a^  on  aura 

B»  —  4AC  =  —  4MN 
et 

B"~4a'C=i::  — 4MN; 

donc 

B»  —  4AC  =B'>-4A'C. 

Nous  avons  donc  finalement  pour  invariants 

Ah-C     et     B»— 4AC. 
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Il  ne  saurait  y  en  avoir  d'autres  distincts;  nous  l'avons 
démontré. 

2**  Interprétation  géométrique  des  invariants. 

Considérons  d'abord  le  premier,  A  -H  C. 
Dans  Téquation 

si  je  fais  j  =  o,  j'ai 

donc  A  est  proportionnel  à  l'inverse  du  catré  du  rayon  a' 
compté  sur  l'axe  des  x  ;  de  même  B  est  proportionnel  à 
rinverse  du  carré  du  rayon  V  compté  sur  l'axe  des  y. 
Or 

A-f-C=:M4-  N; 
donc 


ou 


F 

F 

F 

F 

a'^ 

*'.'  ~ 

a^ 

6» 

i^ 

I 

I          I 

I 

F'^ 

a!^  ^-  h" 

Or 


et  si  0A'=  a',  0B'=  b',  A'B'=  c'  dans  le  triangle  rec- 
tangle OA'B',  on  aura 


4s> 

pour  premier  membre  de  l'équation  (i),   S  représen- 
tant -  ai,  c'est-à-dire  la  surface  du  triansle  OA'B'.  Or 


(  4oo  ) 
S  =  -A'B'xOH'  en  prenant  A'B'  pour  base  ei  OH' 

pour  hauteur^  donc  l'invariant  est  égal  à  =7* 

OH' 
Par  conséquent,  cette  propriété  des  coefficients 

A  4-  C  =  consl. 

signifie  que  les  cordes  qui  dans  l'ellipse  sont  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit  enveloppent  uu  cercle. 

Considérons  maintenant  le  second  invariant  B' — 4AC. 

Je  trace  Tellipse  représentée  par  Téquation 

Aj:»-*-Bj:j  -4-Cj^4-  F  =  O. 

Le  diamètre  OA  des  cordes  parallèles  à  Taxe  des  x  a 
pour  équation 

/,  =  o 
ou 

^.A.r-|- Bj  =  o; 
d'où  Ton  tire 

_  B_ 
^~~       aA-^' 

portant  cette  valeur  de  x  dans  Téquation  de  la  courbe, 
on  a 

,..^    '-4AF 

•^      4ac  — B= 

Or 

ob' 

remplaçant  A  par  cette  valeur,  on  obtient 

OB  (4AC— B') 


{  4*»«  ) 

J'uù 

AP  .OB  =-r-% 

4AC  — K- 

Or  OB  et  AP  sont  la  base  et  la  hauteur  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  demi-dianièlres  conjugués 
OA  et  OB.  Donc  le  carré  de  ce  parallélogramnieest  con- 
stant, c'est-à-dire  que  le  parallélogramme  est  constant. 
On  trouve  ainsi  le  second  des  théorèmes  d'Apollonius. 

3°  DeVéquation  en  X  au  point  de  vue  des  inx^ariants. 

Si  je  considère  Téqualion  en  /,  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  les  racines  de  cette  équation  sont  des  inva- 
riants, c'est-à-dire  que  si  l'on  connaît  ces  racines  en  for- 
mant l'équation  du  troisième  degré  fournie  en  rapportant 
la  courbe  à  certains  axes,  res  mêmes  racines  convien- 
dront à  Téquation  obtenue  en  rapportant  la  courbe  a 
d'autres  axes.  (Nous  supposerons  ici  les  axes  rectangu- 
laires et  d'origine  quelconque.) 

En  eifet,  soit  F  =  o,  F'=:o  les  équations  des  deux 
coniques  et  X,  une  racine  de  l'équation  en  A,  F-|-Xi  F'=  o 
représentera  alors  un  système  de  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires et  F  -f-  Xi  F'  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
toX* -h  «y*  ;  on  aura  donc 

m  et  «  étant  des  constantes,  et  X  et  Y  des  fonctions  li- 
néaires des  coordonnées. 

Je  change  de  coordonnées  5  F  se  transforme  identi- 
quement en  y,  siy=  o  est  l'équation  de  la  première  co- 
nique rapportée  au  second  syslème;  F'  se  transforme 
enj\  f=o  représentant  Téquation  de  la  seconde  co- 
nique rapportée  au  second  système*,  X  devient  .r  et  Y,  y  . 

La  relation 

F-4-X,F'  =  //iX'-l-/îY' 

Ann,  de  MalhAn,,  i^sf^ne,  t.  Vlll.  (Septembre  1869.)  2ti 


{  4<>a  ) 

devient 

donc  Xi  est  une  constante  telle,  que  la  courbe  représenlée 
par  Tëquation  f-^  \^J^=.  o  est  une  conique  passant  par 
Tinterseciion  des  deux  courbes  y=o,  y' =  o  et  dont 
Téquation  peut  se  mettre  sous  la  forme  /nx*  -h  nj^  =o; 
c'est  donc  un  système  de  droites  réelles  ou  imaginaires, 
et  Xj  est  une  racine  de  la  nouvelle  éqqatîon  en  X;  on  dé- 
montrerait de  même  pour  les  deux  autres  racines.  Donc 
Téquation  en  A  conserve  les  mêmes  racines  lorsqu'on 
change  de  système  de  coordonnées. 

L'équation  en  X  provenant  de  la  combinaison  des  deux 
équations 

Ax» H-  Brx  -+-  Cy^  -H  De  H-  E/  -h  F  —  o, 
nx^  -h  ba-j-  -h  rj'  -h  dx  -\-  ejr  -f-  /  =  o 
est 

(A  4-  la)  (E  -h  Xc)'^+  (C  -f-  >c)(  D  -f-  IffV 
—  {B-h\b){D-hU){E-h'ke) 
-h(F-f->/)(B-hX6)»  — 4(A-+-^«){C  +  U)(F-i-À/)=ro. 

Or  cette  équation  n'a  pas  Tunité  pour  premier  terme,  de 
telle  sorte  que  les  racines  pourraient  ne  pas  changer  et 
que  les  termes  pourraient  être  cependant  altérés  par  la 
transformation  des  coordonnées.  Je  veux  montrer  qiio 
les  coefficients  demeurent  aussi  les  mêmes.  Considérons 
le  coefficient  du  premier  terme  qui  s'obtient  en  faisant  l 
infini  dans  le  premier  membre  de  Téquation,  c^esi-à-dire 

aè^—  bde  -h  cd^  +  f[b^—  bac). 

Je  dis  que  c'est  un  invariant,  et^  de  plus,  que  c^esi  un  in- 
variant quel  que  soit  le  systètpe  de  coordonnées  rectan- 
gulaires d'origine  quelconque. 

Cette  proposition  peut  s'établir  d'une  façon  bien  simple. 


(  4o3  ) 

Pour  cela,  partons  de  Téquation 

Mjr»-4-Nj'-hF  — o. 

Si  nous  passons  de  cette  équation  à  Inéquation  de  la 
courbe  rapportée  à  d'autres  axes  rectangulaires  de  même 
origine 

(i)  a.r--h  hxy  -h  rj'-f-  F  —  o, 

il  est  visible  que  l'expression 

se  réduit  ici  à  — 4MNF,  car  les  trois  premiers  termes 
sont  nuls  et/=  F,  ^* —  4«c  =  —  4MN. 

Passons  maintenant  à  d'autres  axes  rectangulaires 
d'origine  quelconque. 

Pour  cela,  posons 

X  — r'— 7> 

—  p  et  —  q  seront  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine 
par  rapport  au  centre,  et  par  suite  p  eiq  seront  les  coor- 
données du  centre  par  rapport  à  cette  origine. 

Faisant  la  substitution  de  jc' — ;:;  à  x  et  de  j^ —  ^  ^  y 
dans  le  premier  membre  de  Téquation  (i),  nous  aurons 

rtx'»-f-  b.T'y-^cy^—  [:tap  -f-  bff).r'  ^(bp  -♦-  2cq)y 
-h  ap^  -+-  bpq  H-  cf/^  -+-  F  ; 

de  telle  sorte  que 

r/-=:  —  [lap  -h  bq), 
e.  --  —  [bp-h^cq)y 
/-zap^-h  bpq  -f-c7'-f-F. 

Or,  si  je  représente  par  A  l'expression 

^z=aé^—  bfir-^cfi^-h/(b^—  ^ac) 

et  par  A^  la  dérivée  par  rapport  à  /?  de  A,  j'aurai 

a'  =.  —  'lacb  -4-  b^d  -4-  2,abe  —  ^ncd -f-  (b^  —  4**^)  {^^P "^  ^7 '  » 

26. 


(4o4  ) 

eu  mettant  a/z  en  facteur  dans  le  troisième  terme,  le  qua- 
trième et  les  termes  (i*  —  4^^)  ^^P^  «^  ^  en  facteur  dans 
les  termes  restants,  nous  aurons 

-f-  b[bd  —2ae-\-q{b^—  ^ac) ]. 
Or  p  ci  (f  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe 

a.r^-h  bxy  -f-  fj' -h //.r -f-  cy  -4-/=  O, 
on  aura,  par  des  formules  connues, 

*>.  rrl  —  hc 
^"^  b'-^^ac' 
o.ar  —  bfi 

et  par  conséquent 

be  —  ic((  -h  p(b'  —  4 ^"^ )  =  ^  ^ 

bd  —  lac  H-  ^  ( ^'  r=r  4  /IC  )  r=:  o  ; 

donc 

^'p  =  o; 

de  même,  ou  verrait  par  un  calcul  analogue  que 

a;  =  o. 

Donc  A,  ne  variant  ni  quand  p  varie,  ni  quand  q  varie, 
est  indépendant  de  p  et  de  q.  Donc 

ac^—  bde  -+-  r</»-f-/(6»—  ^av)  =  —  4  MNF, 

c'est  donc  un  invariant. 
Ainsi  Téquation  en  X 

RV4-SV-f-T>  +  U:=o 

a  ses  racines  indépendantes  du  système  de  coordonnées; 

S    T         U 
de  plus,  R  ne  varie  pas.  Donc  —  5  »  „  *  —  S"'  c'est-à-dire 

R.    R.  R. 

la  somme  des  racines,  la  somme  des  produits  deux  à  deux 


(  4o5  ) 

Je  ces  racines  et  leurs  produits  sont  des  invariants,  et 
comme  R  est  invariable.  S,  T,  U  ne  varieront  pas  non 
plus.  Donc  Téquation  en  X  a  non-seuleraetit  ses  racines, 
mais  aussi  ses  coefficients  invariables. 

4°  Des  ini^ariatils  dans  le  cas  d'une  origine  quel- 
conque. 

Soit 

Téquation  d'une  conique  à  centre  rapportée  à  ce  centre; 
je  la  reporte  à  une  origine  quelconque  et  à  des  axes  rec- 
tangulaires quelconques.  Alors 

r  =  X  cosa  —  Y  sina, 
j  =  X  sin  a  -h  Y  ces  a , 

l'origine  restant  la  même.  L'équation  devient  alors 

«X'H-  bXY  -f-  cY'-h  F  =  o. 

L'origine  étant  le  point  dont  les  coordonnées  sont  p  et  q^ 
on  aura 

et  Téquation  précédente  se  transforme  dans  l'équation 

4-  (bp-h  ^rq)y  -h  /7/7'-f  hpq  -f-  c^'-h  F  =:  o  ; 


alors 


et 


ri  =  lap  -h  bq y 
e  =:    bp    -r-  icq  y 
f=z  ap"*  -f-  bpq  -h  r^»-*-  F 

azzzM  cos'a  -h  N  sin*a, 
b  z=  2  sina  co8a(M  — «*  N), 
r  z^  M  si  ira  -f   N  cos'a. 


(  4o6) 
Les  invariants  ne  peuvent  se  trouver  que  dans  le  résul- 
tat de  rélîmination  de  œ,  p,  q^  entre  ces  six  équations. 
Or  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  trois  équations  distinctes  ne 
renfermant  pas  a^  p^  q-^  car  s'il  y  avait  quatre  relations 
distinctes,  j'imagine  la  courbe  rapportée  à  des  axes  rec- 
tangulaires tracés  dans  le  plan  o'X',  o'Y* \  son  équatiou 
serait  de  la  forme 

A  x''  -T-  Bx' y  -h  Cy'^  -4-  D^'  +  Ej'  4-  F  =  o. 

On  peut  toujours  choisir  F  de  telle  façon  que  si  Ion 
applique  les  formules  de  transformation  au  changement 
d'axes  dans  lequel  les  nouveaux  axes  de  coordonnées  sont 
les  axes  mêmes  de  la  courbe,  on  arrive  à  Péquation 

\-  ' 1  =  0  (cas  de  Tellipse}. 

Alors  ces  quatre  relations  distinctes  entre  A,  B,  €,.*•  et 
les  axes  a  et  &  de  Tellipse  que  nous  supposerons  connus 
et  les  deux  relations  fournies  par  deux  points  donnés  de 
Tellipse  suffiraient  pour  déterminer  les  coefficients  de  la 
courbe. 

Donc  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  trois  équations  dis- 
tinctes, et  par  conséquent  plus  de  trois  invariants  dis- 
tincts*, or  nous  en  connaissons  trois,  savoir  : 

(voir  les  n"*  1^  et  3^).  Donc  il  n'y  a  que  trois  invariants 
dans  la  transformation  générale. 

[La  suite  prochainement,  ) 


(  4o7  ) 
NOTE  SUR  LA  PARTITION  DES  NOMBRES  C)^ 

Par  E.  catalan, 

Professeur  à  l'Université  de  Liège. 


Problème.  —  De  combien  de  manières  peut-on  for- 
mer une  somme  w,  ai^ec  q  nombres  entiers^  égaux  ou 


inégaux  ? 

I.  Désignons  par  N„,^  le  nombre  cherché,  et  considé- 
rons Téquation 

(i)  :r,  -f-  jr,  -f-  jr,  -h  .  .  .  H-  x,  ~  «. 

En  supposant  que  les  valeurs  des  inconnues  soient 
rangées  par  ordre  de  grandeur  non  décroissante,  nous 
pourrons  attribuer  à  x,,  successivement,  les  a  valeurs 
entières 

I,      2,       J,...,      a, 

a  représentant   le   plus    grand   nombre   entier  contenu 

dans  -;  de  sorte  que 
7  ' 

{2' 


•=(î)'"> 


Soit,   en    particulier,    jc,  =  a  :    les   valeurs    de  x,, 
Xj,. .  .  ,  x^  ne  pouvant  être  inférieures  à  rt,  nous  ferons 

•^i  =  Jj  H-  a  —  I ,      :r3  r^r,  -4-  n  —!,... ,      .r^  =  j^  ^  a  —  i\ 


(*)  Cette  Note  est  extraite  d'uu   volume  de  Mélanges  mathéma tiques, 
qui  ta  paraître. 

(**)  La  nolaliuii    (- J    équivaut   à  celle-ci  :   E  f-\  >  adoptée  par 
Lcfrcndre. 


(  4o8  ) 
et  nous  aurons  ainsi,  au  lieu  de  (i),  a  équatious  de  la 
forme 

dans  lesquelles  les  y  —  i  inconnues  pourront  recevoir 

les  valeurs  i,  2,  3 Le  nombre  des  solutions  de  Fcqua- 

lion  (3)  étant  ^n-i-(a-~i)r,if^i^  il  s'ensuit 

(4)  ^'"'î'-Xj  _    ^'«-»-(--0¥.7~»» 

ou 

^^'         )  ■     N 

II.  Le  nombre  des  termes  du  second  membre,  dans 
Téquation  (5),  est  a.  Si  ^  =  2,  chacun  de  ces  termes  se 
réduit  à  i;  donc  N„,j  =  a,  ou 

(6)  '^'«■'  =  (;)' 

relation  évidente. 

III.  Si  9  =  3,  Téquation  (5)  devient 

^7)      N«.3  ^  N„^,,,  H-  N„_,,,  -f-  N„_,..  -h.  .  .H-  N,+,_3.,,; 
ou,  daprès  la  formule  (6), 

par  exemple  : 

à  cause  de  a  =  /  —^  )  =  6. 


(4o9) 
En  eilet,  les  découj positions  du  nombre  19  sont 


i-t-i-M7, 


3-+-3-»-i3,     4-4-4-Hii 


5-i-5-H9, 
5-I-G-+-8, 


GH-6-t-7. 


f-f-2-f-i6,  2-h3-j-i/|,     3-H4-M2,     4-»-^-»->o» 

I-+-3-+-15,  2-t-4-+-ï3»     3-+-5-t-ii,     4 -+-6 -h  9,     ô-h7H-;, 

i-i-44-i4»  i-HÔ-hii,     3-+-6-f-io,     4-^-7H-  8, 

n-5-!-i3,  2-H6-hii,     3 -+-7-+-  9, 

n-6-+-ia,  2-^-7-1-10,     3-f-8-f-  S, 

i-h7-i-ii,  2-1-8-h  9. 

H-8-+-10, 

i-*-9-^  9, 

IV.  Pour  trouver  le  second  membre  de  Tequation  (8), 
on  doit  considérer  les  diverses  formes  du  nombre  w,  re- 
latives au  diviseur  6.  On  trouve  ainsi,  sans  difficulté  : 


19) 


Pour  n  =r  6/?', 

n  3=  6/î'  -h  I  , 
n  r=r  6/2' -i-  2, 

/îr:i   6/1'-+-  5, 


N  n^//'(3«'-4-2); 

N --_-.:  (//-f-i)(3/i'-h  i); 

iN  -_:(,!' -+-i)(3/|'H-2;. 


V.  Remarque.  —  Au  lieu  de  ce  système  de  formules, 
on  peut  prendre  celui-ci  : 


n  =  G/î'-f  I  ,  K 
n  zir  6/1'  -i-  :>.,  N 
//  =  6«'-l-3,      IN 


rr- 


IIZ 

//' 

17. 

i 

fr 

-^ 

3 

~ 

IV. 

n- 

4 

12 

//' 

— 

I 

(  4o8  ) 

el  nous  aurons  ainsi,  au  lieu  de  (i),  a  équations  de  la 
forme 

(3)  r>-l- js  H-. .  .H- ry—  /î  —  i  — (û  —  i)^, 

dans  lesquelles  les  y  —  i  inconnues  pourront  recevoir 
les  valeurs  i,  2,  3....  Le  nombre  des  solutions  de  Téqua- 
tion  (3)  étant  N„_,_(rt-i)r,^-i9  il  s'ensuit 

(4)  ^'*''i-~y  _  ^v-i-(--i)y.^i» 

ou 

II.  Le  nombre  des  termes  du  second  membre,  dans 
Téquation  (5),  est  a.  Si  ^  =  2,  chacun  de  ces  termes  se 
réduit  à  i  ;  donc  A„^j  =  a,  ou 


(6)  ^''■•'---^(^)' 


relation  évidente. 

III.   Si  9  =  3,  l'équation  (5)  devient 

17)      N«.,  I-::  N„_,,,  -+-  N„_,,,  -4-  N,_,.,  -h ...  -h  N,H_,_3..,; 
ou,  d'après  la  formule  (6), 

par  exemple  : 

-:     ç)      -^7      H-     6     H-     4     -*-     ^    "^     •      —  3o; 


à  cause  de  a 


(4o9) 
En  elFet,  les  décompositions  du  nombre  19  sont  : 

i-t-i-+-i7,  2-h2-M5,  3-+-3-M3,     /|-h4-h»'>     5h-5-H9,     G-i-fi-t-;. 

I-H-2-H16,  2-h3-+-i4,  3H-4-M2»    4-»-^-+-ïOi    5-t-6-+-8, 

i-t-3H-i5,  2-4-4-+-ï3,  3-f-5-t-ii,     4-*-^-+-  9»     ^-^7-+-;» 

H-4-H14»  2-hb-hi'iy  3-+-6H-10,     4-+-7H-  ^» 

n-5-^i3,  2H-6-+-II,  3-r7-+-  9, 

i-t-6-HJ2,  •j-t-7-Hio,  3H-8-f-  K, 

i-T-7-f-ii,  2-4-8-h  9, 
1-i-Sh-io, 

IV.  Pour  trouver  le  second  membre  de  Tequation  (8), 
on  doit  considérer  les  diverses  formes  du  nombre  w,  re- 
latives au  diviseur  6.  On  trouve  ainsi,  sans  difficulté  : 


19) 


Pour  //  =:  6a/', 

n  zrziyn  -4-  i  , 
n  — :  6«'-|-  2, 

//=:6/2'-|-3, 


>.,,,  rr-  N  —  3/î"; 

Nz=/i'(3//'-+-i); 

N:^  f//-f-lW3/l'-f-  l) 


/2 -- 6/2'-+- 5,  N  ~-(/i'-+- i)(3/i'-i-2;. 

V.   Jiemarque.  —  Au  lieu  de  ce  sysième  de  formules, 
on  peut  prendre  celui-ci  : 

rf' I 

n  =^  ()/i'-f  I  ,      IS 

//  =rr  6/1'  -f  .?,       N 

//  ==  Gn'  -^  3,      N 
n  z—  6/i'  -f  4»      ^" 


;I0) 


la 

//' 



4 

— • 

17. 

//* 

3 

17. 

rf' 

— 

4 

4'^. 

ff^ 

— 

I 

Table  des  valeurs  île  N»^.^,^. 


1 
1 

Valeurs  de 

n. 

) 

:  1 
1 

2      3 
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4 

5 

1 

6 

7 

1 

8 

9 
1 

10 

11 
1 

12 

13  j  14  1 15  16 

' 

.  1 

■ 
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1 

■ 

2 

2 

3 

3 

4 

4 

5 

5 

6 

6 

7 
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î 
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1 

2 

3 

4 

5 

7 

8 

lO 

12 

14 

■  6 

>9 

21 

24i37 

5o 

4      I 

•i 

3 

5 

6 

9 

1 1 

i5 

i8 

23 

V} 

34 

39 

kl\■^\'f^ 

5      I 

' 

3 

5 

7 

10 

i3 

i8 

23 

3o 

37 
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D'après  la  formule  (12)  : 

Un  teirfie  quelconque  de  la  troisième  ligne  hoiizon- 
laie  est  égal  à  celui  qui  le  précède  de  trois  rangs^  au^- 
ntcnlc  de  celui  qui  est  écrit  au-dessus  j 

Un  terme  quelconque  dr  la  quatrième  ligne  horizon- 


{  4i3  ) 

taie  est  égal  à  celui  qui  le  précètle  de  quatre  rangs  y 
augmenté  de  celui  qui  est  écrit  au-^dessus  ; 
Etc. 

Vni.  Delà  relation  (ii),  on  peut  déduire  très-facile- 
ment \di  fonction  génératiice  de  N„^^.  En  effet,  soient 

F{x,  ^  —  i)  =  xï-'  -h  N,.,_,  xî   -f- . .  .  -f-  N„_,.y_, x^-  -f- 

Multipliant  la  première  égalité  par  i — x^^  la  seconde 
par  T,  on  trouve  deux  développements  qui  doivent  être 
identiques;  donc 


F(^>7)-7zr^,t^(-'',7-0; 


et  comme 


la  fonction  génératrice  cherchée  est 

(i3)      F(x,7)=  "^ 


(I  —  x)  (I  —  x>)  (l  —  x-») .  .  .(l  —  .rf) 


(•). 


IX.  Le  second  membre  de  la  dernière  équation  est 
égal  au  produit  des  séries 


X  -h  x'  -^  X*  -h  jr*  -f-  .r*  -h  .  .  . 
.r  -h  X'"  -4-  X*  -4-  x'  -f-  .r»  -h  .  .  . 
X  -h  X*  4-  x"  -f-  x'»  -h  x'3  4-  .  .  . 
X  -I-  X*  -h  X»  H-  x'^  -h  .r"  -f- .  .  . 


X  4-  a:«+'  -h  x^f-*-»  4-  x»?"»*'  -f-  x*î+'  -h 

L'exposant  de  x",  dans  ce  produit,  étant  la  somme  des 


C*)  Ce  théorème  est  dû  à  Enler. 


(4«4) 

(exposants  de  x  dans  les  facteurs  de  chacun  des  produits 
partiels,  on  a  ce  théorème  remarquable  (*)  : 

.  Il  y  a  autant  de  manières  de  décomposer  un  nombre  n 
en  q  paities  entières,  égales  ou  inégales^  quil  y  en  a 
de  décomposer  ce  me  me  nombre  en  q  parties  appar- 
tenant respectii^ement  aux  progressions 


1,        2, 

3, 

4, 

5, 

6.... 

I,     3, 

5,  . 

7, 

9. 

II,... 

I.    4, 

7. 

10, 

i3, 

i6,... 

i,     5, 

9' 

i3, 

'7. 

21  ,  .  .  . 

'.     (<? 

+  '). 

{lq 

+  •). 

{3q  + 

0>      (4f7-rO>--- 

Par  exemple,  nous  avons  trouvé  que  le  nombre  ig 
admet  3o  décompositions  en  3  parties.  Or  ce  nombre  19 
admet  aussi  les  décompositions  suivantes  : 

i-f-  1-M7,  4-*-  »-^f4»  7-+-  !-+-»»,     io-f-n-8,     i3-HH-5,    i6-hi+i, 

i-H  3-f-i5,  4-^-  3-hi3,  7-+-  3-»-  9,     io-h3H-6,     i3-+-3-t-3, 

i-t-  5-Hi3,  /|H-  5-Hio,  7-+-  5-H  7,     io-t-5-+-4,     î3-f-5-hi, 

iH-  7-+-11,  4-*-  7-*-  ^>  7-^-  7-+-  5,     lo-h-j-hiy 

»-H  9-fr-  9»  4-^  9-*-  6.  7-f-  9-+-  3, 

i-t-iiH-  7,  4-t-ii-+-  4.  7H-IH-  •) 

i-hi3-f-  5,  4"*"'3-*-  2» 

i-i-i5-+.  3, 

i-hi7-l-  I. 

et  celles-ci  sont  également  au  nombre  de  3o. 


(*)  Il  a  été  donné,  sous  une  autre  forme,  par  Euler  (  Introduction  j 
VAnatysCy  t.  I,  p.  ^\!\). 


(4i5  ) 


SOLUTIONS  BB  «UESTiONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  826 

(Tolr  »'  série,  t.  VI,  p.  478), 

Par  m.  Lucien  BIGNON  , 

à  Lima. 

Si  n  est  un  nombre  entier  que f conque j  Vun  des  quatre 
nombres  «',  /t' —  i,  h^  —  4i  «'-h  3  est  divisible  par  1 2, 
et  le  quotient  marque  le  nombre  des  solutions  différentes 
de  r équation  indéterminée  x  +j  -^  z=z  n  en  nombres 
entiers  et  positifs  dont  aucun  nest  nul,      (Vachette.) 

Si  nous  représentons  par  /i'  un  nombre  entier  quel- 
conque, eu  y  comprenant  o,  le  nombre  n  est  évidemment 
de  l'une  des  six  formes 

6«';     6/1' -h  i;     6/1' -h  2;     6/1' 4- 3;     6/ï'-f-4;     6/1' 4- 5, 

dont  les  carrés  respectifs  sont 

fff.12;  m.  i2-hi;  iif.i2-f-4»  ^«t^  —  3;  /it.i2-f-4;  'w.i2-4-r; 

en  désignant  par  m,  12  un  mitliiple  de  12. 

La  première  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

Pour  démontrer  la  seconde,  supposons  d'abord  n  =z6n\ 
Les  solutions  de  Téquation  x  -h y  -h  r  =  /i  qui  satisfont 

à  renoncé  pourront  être  classées  en  ^  groupes,  comme  il 


(  4«6  ) 
suit  : 

,  //  n  n  n  n  n 

1,1,       //  — 2;       2,2,       /î  — 4;...;-— ,,-_,, ^H.2;-,-,-. 

I,?.,      n  —  3;       -2,3,      n — 5;         n  n  n 

1,3,      n — 4i      2,4»      w — 6;      "3        '3'        3         ' 


n  n  n  n 

I, 2,  — hi;  2, 2,     : 

22  22 

//            n                N  n 

I, I,-;  2, I,  -- 

22  22 


Le  nombre  des  solutions  des  i**"  et  2*  groupes  est.  . .   y? —  3 
Celui  »  des  3*  et  4*       »  »...  n—{) 


-  — 1 1  et  (~J    »...      3. 

Le  nombre  total  des  solutions  satisfaisant  à  renoncé 
est  donc  la  somme  de  la  progression  arithmétique  de 
raison  6  : 

3,9,...,     //  — 15,     w  — 9,     /2— 3, 

qui  se  compose  de  rr  termes.  Ciette  somme  est  — 5  ce  qui 

est  conforme  à  Tenon  ce. 

Supposons  maintenant  M  =  6/i'-i-i.  Le  nombre  des 
groupes  restera  le  même,  puisque  les  quodents  de  6«'et 
6n'-hi  par  3  sont  égaux;  mais  il  faudra  augmenter 
d'une  unité  le  troisième  terme  de  chaque  solution,  et 
chaque  groupe  de  rang  impair,  d'une  solution  nouvelle. 
Le  nombre  total  des  solutioiis  sera  donc 

[n  —  i)-        n  —  I                 n} —  1 
H rr—  j  OU       , 


puisque  la  quantité  que  nous  représentions  par  n  dans  lo 
cas  précédent  est  maintenant  n  —  i. 


(4.7)  ^ 
Pour  /}  =  6n'+  3,  on  voit  qu*il  faut  augmenter  cha^ 
que  groupe  de  rang  pair  obtenu  pour  ri  =  6n^+  i  d'une 
solution  nouvelle.  Le  nombre  des  solutions  sera  donc 

(n  —  i)* — I        71  —  7. /ï' — 4 

12  6  la 

Pour  /»  =  6n'+3,  il  y  aura,  comme  pour  les  deux 
cas  suivants,  un  groupe  impair  de  plus,  et,  comme  on 
doit  augmenter  d'une  solution  chaque  groupe  impair  du 
cas  précédent,  on  aura  » 

(;,_-_|)»_4  „_3  /7'-+-3 

■ =^  H ^ hl= 

12  D  12 

Pour  nz=6/i'4-4)  on  augmentera  d'une  solution 
chaque  groupe  pair  du  cas  précédent,  ce  qui  donnera 

(/?  — i)^-f-3     /?~4_/i'— 4 

12  5  12 

Enfin,  pour  n=:  6n'^  5,  on  augmentera  d*une  solu- 
tion les  I  —^ h  I  \  groupes  de  rang  impair  du  cas  pré- 
cédent, d'où 

{n  —  i)"  —  4        /ï— 5        ^ /?»— I 


12  b  12 


La  question 'précédente  a  été  résolue  aussi  par  MM.  Victor  Strekaloff, 
élève  de  lUuWersité  de  Saint^-Péterabourg;  FIga  Bartolomeo,  de  Turin, 
Bédorez,  élève  du  lycée  de  Douai. 


Ânn,  de  Mathémat.,  i^  ftérie,  t.  V11I.  (Septembre  i8(>9  , 


(4i8) 
Question  898 

(foir  3*  térie.  t.  VIII,  p.  45); 

Pau  m.  a.  MILLASSEAU, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai  (classe  de  M.PaioTin'. 

On  donne  un  cercle  C  langent  à  une  droite  D  en  0. 
D^un  point  ^  de  la  circonférence  y  on  mène  MA  per- 
pendiculaire à  OD  et  Von  prend  AB  =  AO.  On  joint 
*  BM ,  et  Von  demande  V enveloppe  de  la  droite  BM 
quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence*  L en- 
veloppe cherchée  admet  trois  axes  de  symétrie  et  trois 
points  de  rebroussement  remarquables  (*). 

(H.  Brocard.) 

Prenons  pour  origine  le  point  O,  pour  axe  des  x  la 
droite  D,  pour  axe  des^  la  droite  CO. 
L' équation  du  cercle  est 

jrî-^jra—  aRy  =  O. 

Soient  (X|,  j^)  les  coordonnées  du  point  M:  nous 
avons  d'abord  la  condition 

L^équation  de  la  droite  MB  est 

j^ri-H  -^i.r  —  2x,/,=:o. 

Pour  avoir  Tenveloppe  de  cette  droite,  nous  aurons  à 
éliminer  (x,,  /,)entre  les  trois  équations 

J?î-t-JÎ—  ^R7,  =  o, 
nx]  —  ijf\  —  XX,  4-  (7  -f-  2R)  j,  —  2R7  =  o. 
(  *  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  4'9  ) 
Eliminons  d^abord  Ti,  il  nous  resie  à  éliminer j'j  entre 
les  deux  équations 

4j;  -  4  A^>  ?  H- B^>,- 2ii^>  »=  o, 

8rî-6Arî-hB.r,-R^*    =  o, 

où  on  a  posé 

A  — >  -h  2R, 

B  — x»-f-^'-h  SRj-. 

Éliminons  successivement  le  terme  en  j]  et  le  terme 
constant,  il  nous  reste  les  deux  équations 

ï3^J  — 8Aj, -l-B  =  o. 

Éliminons  successivement  le  terme  en  j^J  et  le  terme 
constant,  nous  avons,  en  égalant  les  deux  valeurs  do  r,, 
l'équalion  de  Tenveloppe 

(B»—  a4ÂRr')(4A-  -  3B)  =  (AB  -  i8Rr*)'. 

Développons  el  réduisons,  il  reste 

Rapportons  cette  courbe  nu  point  C,  il  vient 

(*'4-j^»)»-+-8R(3.r»  — 7»)j4-i8lVH-^-^-J*)-27R«  =  o. 

Cette  équation  représente  une  épicjcloïde  à  trois  re- 
broussemcnts,  rapportée  au  centre  du  cercle  fixe. 

L'épicycloïde  à  trois  febroussements  esl  de  quatrième 
ordre,  possède  trois  points  de  rebroussement,  sommets 
d'un  triangle  équilatéral,  et  les  tangentes  de  rebroussc- 
ment  sont  des  axes  de  symétrie.  Elle  est  de  troisième 
classe,  ne  possède  pas  de  points  dMnflcxion.  Elle  possède 

27. 


(  4^0  ) 

une  seule  langenle  double  qui  est  la  droite  de  Tinfini,  et 
les  points  de  contact  sont  les  points  du  cercle  à  Tinfini. 
Elle  est  inscrite  dans  le  cercle  de  rayon  3R  et  est  circon- 
scrite au  cercle  de  rayon  R. 

On  peut  remarquer  le  théorème  suivant  : 

Toute  courbe  de  troisième  classe  ajant  pour  tangente 
double  la  droite  de  V infini,  et  les  points  de  contact  étant 
les  points  du  cercle  à  V infini,  est  une  épicyctoïde  à  trois 
rebroussent  en  fs . 


Question  901 

(  TOir  a' Bérie,  t.  VIII,  p.  O); 

Par    m.    E.    JASSERON, 

FJcvc  du  lycée  de  Besançon. 

Lorsqu'une  ellipse  en  roulant  sans  glisser  sur  une 
droite  a  fait  un  tour  entier,  rare  décrit  par  le  foyer  est 
égal  à  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  grand 

axe.  (JOS.    JoilFFROY.) 

Considérons  un  contour  polygonal  convexe  inscrit  dans 
l'ellipse.  Pour  chaque  sommet  on  aura  la  relation 


Cela  posé,  faisons  rouler  sur  la  droite  le  contour  poly- 
gonal. Soit,  à  un  moment  donné,  un  côté  AB  sur  la  droite 
xj'^  soit  BC  le  côté  adjacent  faisant,  avec  AB  ou  x>, 
Tangleô.  Si  Ton  fait  rouler,  Al8  se  détachera  de  xjr^ei 
BC,  après  avoir  tourné  de  9  autour  de  B  comme  centre, 
viendra  s'y  placer. 

Tout  point  du  plan  aura  décrit  un  arc  égal  à  r6,  si  l'on 


(    421     ) 

appelle  r  sa  distance  à  B.  La  somme  des  arcs  décrits  par 
les  foyers  sera  (p  -h  p);  et  comme  cela  aura  lieu  pour 
tous  les  points  sommets  du  polygone  qui  sont  tous  sur  Tel- 
lipse,  il  s'ensuit  que  ra^O  sera  la  somme  des  arcs  décrits 
par  les  deux  foyers.  Mais  si  le  polygone  a  fait  un  tour  en- 
lier, '20=  4  <lrc»its  =  2  7r  comme  somme  des  angles  du 
polygone. 

Alors  la  somme  des  deux  séries  d'arcs  droits,  par  cha- 
cun des  foyers,  sera  égale  à  47^^* 

Cette  démonstration  étant  vraie  quels  que  soient  et  les 
côtés  et  les  angles  du  polygone,  elle  est  encore  vraie  ainsi 
que  sa  conséquence  à  la  limite  ;  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  arcs  décrits  par  les  deux  foyers  est  égale  à  4^7:  lors- 
que l'ellipse  aura  fait  un  tour  entier.  Mais  ces  arcs  sont 
égaux,  puisque  les  deux  foyers  sont  réciproques  ;  ils  sont 
simplement  disposés  parallèlement. 

Donc  l'arc  décrit  par  chaque  foyer  est  égal  à  mît  a. 

c.    Q     F.    D. 

Note.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Doublé,  de  Toulon; 
Alexis  Petiot,  sous -lieu  tenant  d'artillerie  de  marine;  Alfred  Criard; 
Danpiay;  Brocard,  de  l'École  d'Application  de  MeU. 


Question  906 

(  voir  a*  série,  t.  Vlil.  p.  «s); 

Vah  m.  a.  millâsseau, 

Élève  dé  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painvin). 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales 
dontOest  le  centre  commun.  Par  un  point  quelconque  P 
de  V hyperbole,  on  mène  des  droites  parallèles  aux  nor- 


(  4"  ) 

moles  à  V ellipse  aux  points  où  elle  est  coupée  parVhy- 
perbole.  Soient  H  e/  K  les  points  ou  ces  droites  coupent 
r hyperbole  et  1  le  milieu  du  segment  HK  :  démontrer 
que  les  deux  droites  OP  el  01  sont  également  inclinées 
sur  le  grand  axe  et  que  le  rapport  de  OP  à  01  est  con- 
stant (*).  (Laguee&e.) 

Soient  les  deux  coniques  lioniofocales 

Ellipse  -  4-  :i-  -  I  r::  o, 

je'         V* 
Hyperbole  -•  —  —  —  *  =  ^^ 

les  coorilonnécs  des  points  M  et  N  sont 


*,=  y 

c 

Deux  coniques  homofocales  sont  orthogonales^  donc 
la  normale  en  M  à  Tellipse  est  tangente  à  riiypcrbole^ 
de  même  au  point  N. 

Soient  Xo«  j^ft  les  coordonnées  du  point  P  : 


I  =  o. 


(*)  Le  Iccltiur  u»l  prié  de  faire  la  figure. 


{  4'-»3  ) 
Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  à  Thyper*» 

bole  est  — i  • 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  N  à  Thy- 

nerbole  est y  • 

Les  deux  parallèles  menées  par  le  point  P  ont  pour 
équations  : 

PH,      jr^jr.=  —{a:^^,j; 

PK,    .r  — râ= 7  (.»:--  -T.). 

Les  coordonnées  du  point 

jr'  — ! y 

]  ^ 

H  sont  <  ,  , 

/    ,       /,N  labb^ 

r= -. ; 

X    =  ; , 

K  sont  <  , , 

,  ,  7.abb^ 


c» 


Les  coordonnées  du  point  milieu  de  KH  sont 

I    2.r  =  a'  -^  x"  :=.\ 


a^-hb^ 
a ■' — J:«, 


I   i 

27=j'-h7    =  — 2-— —  J^.. 


Le  coeHicient  angulaire  de  la  droite  OP  est  •^* 


(4M) 

Le  coeiEcient  angulaire  de  la  droite  01  est ^• 

y* 

Ces  deux  droites  sont  donc  également  inclinées  sur  Ojt. 
Calculons  le  rapport  —  : 


Donc 
d'où 


ôi    ifîl^V;-^^:)    ^''-^''^^ 


OP  _  OP  _       c*      _  a^^b^ 

^j-const.,      ___-^_^^^^^; 

Ol  -h  OP  _  a' 
01— OP""  b^' 


Question  927 

(Toir  a*  série,  t.  VIII,  p.  uO: 

Par  m.  BURTAIRE, 

Mattre-auxiliiire  au  lycée  de  Naney. 

Former  V équation  des  coniques  qui  ont  pour  centre 
Forigine  des  coordonnées  et  qui  passent  par  deux 
points  :  F  un  réel  ayant  pour  coordonnées 

Vautre  imaginaire  ayant  pour  coordonnées 

jg  z=  a  ^ — I,     jr  =  — b^ — I. 

Trousser  ensuite  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  Vaxe  des  Y.       (  J.-Ch.  Dupaik.) 

i^  L'origine  des  coordonnées  étant  un  centre,  Téqua- 
lion  cherchée  est  de  la  forme 

(i)  A.r=  H-  hxy  -h  G/'  -h  F  =  o. 


(4»5) 
Elle  doit  être  satisfaite  pour  x  =  /i,  j^=-h  et  pour 
j:  =  a  ^ — I,  J^  =  —  h  y/ — I . 
De  là  les  deux  conditions 

(a)  Art»-*-Brt^H-CA'-f-F~o, 

(3)  Afl»—  Ba*  -4_  CA» ~  F  =r  o. 

Eutre  les  deux  relations  précédentes  et  réquatioii  (i), 
nous  pouvons  éliminer  deux  paramètres. 

A  cet  effet,  en  ajoutant  ou  retranchant  successivement 
(a)  et  (3),  on  a 

Aû'-f-C^'--  o, 
Brt^V   F  —  o; 

d'où  Ton  déduit 

A— -1        B  — r* 

a}  ab 

Ces  valeurs  reportées  dans  (i),  il  vient,  après  avoir  posé 

(4)  X*»x*-h  axy—  Xà^hy-'—a^h^zQ 

pour  Téquation  demandée. 

1^  Le  coefficient  angulaire  des  tangentes  étant  — '^ 

et  les  tangentes  considérées  étant  parallèles  à  l'axe  des  Y, 
on  doit  avoir  la  condition 

fyZ=zo     ou     X  —  i\aby  z^  Of 
d'où 

X: 


zaùr 


Celte  valeur  de  X  reportée  dans  (4)  donne  Téquation  du 
lieu  des  contacts 

a-x}'^ —  la^by  4-  h^.r"  =r  o, 
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courbe  du  troisième  degré  ayant  pour  asymplote  Taxe 
des  Y,  tangente  aux  droites  x  =  ±a  aux  points  j^  =  ±i, 
passant  par  les  deux  points  considérés  dans  Ténoneé,  et 
ayant  trois  points  d'inflexion  dont  Tun  à  Torigine.  Le 
centre  est  à  l'origine. 

Note.  —  Dot  résolu  la  même  question  MM.  Giret,  deClcrmont;  Boisul. 

Question  930 

(  f olr  2*  série,  t.  VMI,  p.  47  et  191); 

Par   m.   Charles  CAHËN, 
Élève  du  lycée  de  Strasbourg. 

Si  r  on  fait  sur  un  plan  B  la  perspecti\^e  d*  une  figure 
tracée  sur  un  plan  A,  il  jr  o,  sur  ces  deux  plans  deux 
points  correspondants  b  et  a  tels,  que  tout  segment  de 
la  figure  B  est  vu  du  point  b  sous  le  même  angle  que  le 
segment  correspondant  de  la  figure  A  du  point  a. 

(Abel  Transon.) 

Soit  CD  Tintersection  des  deux  plans  A  et  B  et  soit 
Sab  une  droite  menée  par  le  point  de  vue  S,  qui  perce 
les  plans  A  et  B  en  a  et  b  (*), 

Quelle  doit  être  la  position  de  la  droite  Sab  pour 
que  les  points  a  et  &  jouissent  de  la  propriété  énoncée? 

Remarquons  d'abord  que  si  nous  menons  par  a  dans 
le  plan  A  une  perpendiculaire  a  H  et  une  parallèle  aK 
à  CD^  l'angle  KaH  est  droit;  il  faut  donc,  si  Ton  mène 
6R  parallèle  à  CD  et  si  Ton  joint  &H,  que  TangleRMl 
soit  aussi  droit,  c'est-à-dire  que  &H  soit  perpendiculaire 
sur  CD;  donc  déjà  les  points  a  et  i^  ne  peuvent  se  trouver 
en  dehors  du  plan  mené  par  S  perpendiculairement  à  CD. 
Supposons  donc  que  Sa  soit  dans  ce  plan  et  soient  deux 

(*  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  iigure. 
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droites  correspondantes  quelconques  aL,  &L.  Les  trian- 
gles rectangles  aHLj  bHL  qui  ont  le  eûté  HL  commun 
devront  avoir  leurs  angles  en  a  et  en  &  égaux;  donc 
aH  =  &H,  et  la  droite  Sa  est  perpendiculaire  au  plan 
bissecteur  du  dièdre  AB. 

D'ailleurs,  si  la  droite  Sa  est  perpendiculaire  a  ce 
plan  bissecteur,  les  points  a  et  h  jouiront  bien  de  la 
propriété  énoncée,  car,  si  nous  considérons  deux  autres 
droites  correspondantes  aVj  bL\  les  angles  LaV  et  LbV 
sont  égaux  comme  somme  ou  différence  d^angles  égaux, 
LaH  H-  HaL'  et  LiH  -h  HéL'. 

Comme  il  y  a  deux  plans  bissecteurs,  il  y  a  auss^  deux 

couples  de  points  tels  que  a  et  b. 

Noie.  —  Nous  avons  reçu  une  autre  solution  de  M.  J.-J.-A.  Mathieu, 
capitaine  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d*ArtHlerie  de  Toulouse. 


Question  933 

(foir  a*  s«rle,  t.  VIU,  p.   240); 

Par  m.  PREVEREZ, 

Élève  du  Prytanée  de  la  Flèche. 

Trouv^er  le  lieu  du  centre  d^une  ellipse  d'une  gran- 
deur constante  dont  le  périmètre  passe  par  un  point 
fixe  y  et  dont  ^  axe  focal  passe  par  un  autre  point  fixe  ; 

Discuter  la  forme  du  lieu  lorsque  la  distance  des 
points  fixes  varie  de  zéro  à  F  infini  j 

Ce  lieu  peut  étrç  obtenu  en  projetant,  sur  les  tangentes 
d'une  ellipse  auxiliaire,  le  point  fixe  par  lequel  passe 
Vaxe  focal  de  r ellipse  mobile.        (J.-Ch.  Dcpain.) 

Première  partie. 

Je  prends  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes,  et  je  place  l'origine  au  point  par  lequel, 
passe  constamment  Taxe  focal. 
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Soient  d  Tabscisse  de  A,  a,  &  les  deux  axes  de  l'ellipse 
mobile,  x  ex  y  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  c.  Les 
conditions  de  l'énoncé  se  traduisent  par  l'équation 

,  ,  ab'     cb' 

Les  équations  des  deux  droites  oc,  AB  sont  : 

Yx  —  Xy  =r  o, 
Yy  -f-  Xz  —  dx  z=:z  o, 

La  condition  (i)  devient  alors 


A'(j:» -+-/')  ««(jt^-f-^^'j 


—  1  =  0. 


C'est  l'équation  du  lieu.   Elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

d^ 

(2)  (j^'-+-.r»— rfjr)»=:rt».r2-f.a»j»—  /ï'j»  — • 

Cette  équation  transformée  en  coordonnées  polaires  de- 
vient 

pr=  </C0Sbi  ±  j  ^(P —  r/'sin'w  zrr^/cOSw  ztlp,. 


La  courbe  a  pour  diamètre  le  cercle  décrit  sur  oA  comme 
diamètre. 

Les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  l'origine  sont 
donnés  par  la  formule 

en  égalant  à  zéro  dans  l'équation  (2)  l'ensemble  des  ter- 
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mes  (le  unoîndrc  degré.  Elles  ne  seront  réelles  que  si  Ton  a 

fl'  >  ^'  >  ^*  ; 

car  nous  avons  supposé  a^h. 

Examinons  maintenant  les  différentes  formes  du  lieu 
quand  d  varie  de  zéro  à  TinGni. 

rf  =  o. 

On  a  le  cercle  p  =  a.  Ce  résultat  était  facile  à  prévoir 
d'après  la  génération  même  du  lieu. 

Il  n'y  a  pas  de  tangentes  à  Torigine.  L;i  valeur  de  p  ne 
s'annule  jamais. 

La  courbe  se  réduit  à  deux  cercles. 
p  =  rfl  izh  -  jcosw. 

Les  tangentes  à  Torigine  sont  réelles.  La  valeur  de  p^ 
s'annule  pour  sin*  co  =  —  • 

Les  tangentes  à  Torigine  redeviennent  imaginaires,  et 
la  courbe  prend  une  forme  analogue  à  la  première  trou- 
.  vée  ;  mais  elle  ne  coupe  plus  Taxe  des  jr. 

Quand  d  devient  infini,  la  courbe  se  réduit  au  lieu 

^'7' H-  b^x^=  o, 

c'est-à-dire  à  Torigine.  On  voit  en  elfet  que  quand  les 
tangentes  à  l'origine  sont  imaginaires,  ce  point  est  un 


point  isole.  Quand  d  est  infini,  le  lieu  réel  est  transporte 
à  Tinfini.  Il  ne  reste  plus  que  le  point  isolé. 

Deuxième  partie. 

Par  le  point  C  du  lieu,  je  mène  une  perpendiculaire 
CK  à  Co.  Cherchons  Tenveloppe  de  CK. 
CK  a  pour  équation 

xcoso»  -+-X  sinu  ;=  oC 
ou 


X  ros»  -H  j  sin»  =  r/cosw  ^  \/  i  —  77  ainw, 
ou 


(.r  —  fl)  cosft)  4-7  sin»  =  zh  i/cos'w  -h  sin*»  (  i—  tt)' 
Posons  tangot)  =  (x.  Nous  aurons  enfin 


(  j:  ^  rf  )  ^  y  ^  ^  db  ^ .  4- ^^  ^  I  -  ^  y 

Éliminant  /x  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rap- 
port à  fx,  on  trouve 

(.r-rfV_^ X[ ^, 

donc  le  lieu  du  point  C  est  la  podaire  de  l'origine  par 
rapport  à  cette  ellipse. 

Note.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Floquet,  élère  du  lycée  Louis- 
le-Graml  (classe  do  M.  Darboux);  Desmartres;  Bedorrez,  élève  du  lyoéc 
de  Douai;  Brocard,  sous-lieutenant  du  Génie,  élève  à  TÉcole  d*App1icstion 
de  Metx;  Niéhylowski,  élève  de  l'École  Normale. 
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CO^.OIRS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  CENTRALE 

(ANNÉE  1869). 

PREMIÈRE  SESSION. 
Compositions  du  7  et  dn  8  juillet  1869. 

Géométrie  analytique. 

Soient  Ox,  Oj  deux  axes  rectangulaires,  H  un  point 
fixe  de  l'axe  Oj^  ayant  pour  ordonnée  h.  On  sait  que 
Téquation  générale  des  coniques  qui  ont  un  foyer  au 
point  O  passent  au  point  H,  et  dont  Taxe  focal  est  situé 
sur  Ox,  est 

(1)  -  /.(x'-H^.)-^A«(.,._/)..-^o. 

dans  laquelle  le  paramètre  variable  /  représente  Fabscisse 
du  pied  de  la  directrice  qui  correspond  au  foyer  O.  Cela 
posé,  on  demande  de  résoudre  les  questions  suivantes  : 

i**  On  considère  l'une  quelconque  des  coniques  re- 
présentées par  Téquation  (i),  on  mène  par  le  point  O 
une  parallèle  à  la  tangente  à  cette  conique  au  point  H. 
Cette  parallèle  rencontre  la  conique  en  deux  poinis;  et 
on  demande  le  lieu  de  ces  points  quand  on  fait  varier  /. 

Sur  ce  lieu,  on  séparera  les  parties  qui  correspondent 
au  cas  où  la  conique  est  une  ellipse  de  celles  qui  corres- 
pondent au  cas  où  elle  est  une  hyperbole. 

3^  On  considère  Tune  quelconque  des  hyperboles  re* 
présentées  par  Téquation  (1);  par  le  point  O,  on  mène 
des  parallèles  aux  asymptotes  de  cetle  hyperbole,  et  l'on 
demande  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  droites 
avec  la  courbe,  quand  on  fait  varier  /. 

3®  On  considère  encore  une  quelconque  des  hyperboles 
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représentées  par  Téquation  (i),  et  par  le  pied  de  la  direc- 
trice qui  correspond  au  foyer  O,  on  mène  des  parallèles 
aux  asymptotes  de  cette  hyperbole;  on  demande  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  la  courbe, 
quand  on  fait  varier  /. 

Trigonométrie . 

On  donne  dans  un  triangle  : 

logû  =r  3»o6o65i2, 
log^  =  2,7705543, 
C  =  42«i6'23''. 

Calculer  A,  B,  c  et  l'aire  du  triangle. 


OUESTIONS. 


954.  Étant  donnés  une  parabole  et  un  cercle  passant 
par  le  foyer  et  coupant  la  parabole  en  quatre  points, 
trouver  le  lieu  des  milieux  des  tangentes  communes. 

(Olga  Ermâuska.) 

955.  En  deux  points  d'une  ellipse  on  mène  les  nor- 
males \  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
passe  par  les  milieux  des  segments  interceptés  entre  les 
normales  par  chacun  des  axes.  (Làgue&rb.) 

956.  En  deux  points  d'un  ellipsoïde  on  mène  les  nor- 
males. Le  plan  mené  par  le  milieu  de  la  corde  et  perpen- 
diculairement à  cette  corde  passe  par  les  milieux  des 
lignes  qui  joignent  les  points  de  rencontre  des  normales 
avec  chacun  des  plans  de  symétrie.  (Laguerre.) 
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PROPMÉTllS  DU  TRUN6LE  RECTANGLE; 

PAa  M.  Georges  DOSTOR, 
Docteur  es  sciences. 


1.  Théorème  I.  —  Dans  tout  triangle  rectangle.  Ut 
somme  des  carrés  des  inverses  des  deux  côtés  de  r angle 
droit  est  égale  au  carré  de  Vinyerse  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  de  V angle  droit  sur  V hypo- 
ténuse. 

Ainsi,  si  i,  c  sont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  d*un 
triangle  rectangle,  d  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met de  Tangle  droit  sur  l'hypoténuse  a^  on  aura 

I         I         I 

2.  Théorème  II.  —  Lorsque  deux  triangles  rectan- 
gles sont  semblables,  le  produit  des  t^poténuses  est 
égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés  homologues  des 
angles  droits. 

De  sorte  que,  si  a',  b\  c'  sont  les  côtés  d'un  second 
triangle  rectangle  semblable  au  premier,  il  viendra 

aa^^=z  bb'-^  cc\ 

3.  Théorème  III.  —  Lorsque  deux  triangles  rectan- 
gles sont  semblables  y  la  somme  des  produits  des  inverses 
des  côtés  homologues  des  angles  droits  est  égale  au 
produit  des  inverses  des  perpendiculuires  abaissées  des 
sommets  des  angles  droits  sur  les  hypoténuses. 

C'est-à-dire  que  si  d'  est  la  perpendiculaire  homologue 

à  df  on  aura 

I  11 

bV~^7P  "diP' 
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4.  Théorème  IV.  —  Lorsque  deux  polygones  sem- 
blables sont  terminés  par  les  côtés  homologues  a  et  a\ 
b  et  b\  c  et  c',...,  comprenant  les  angles  A,  B,...; 
dans  toute  relation  entre  a,  &,  Cy..,et  les  angles  A,  B,..., 
on  peut  remplacer  les  côtés  a,  fc,  c,...  respectivement 
par  les  moyennes  géométriques  ^aa\  yjbV^  yjcdy,,» 
entre  a  et  a\  b  et  b\  c  et  c'. 

Ainsi,  pour  deux  triangles  semblables,  il  viendra 
aa'=  bb'  -^  ce' —  2  ^bb\^ct/  ,cos  A.. 

5.  Remarque,  —  Le  théorème  I  établit  une  relation 
entre  la  tangente,  la  normale  et  la  coordonnée  corres- 
pondante d'une  courbe,  dans  le  cas  d'axes  quelconques, 
tandis  que  le  théorème  lU  exprime  une  relation  entre 
les  deux  tangentes,  les  deux  normales  et  les  deux  coor- 
données du  point  de  contact  dans  le  cas  de  coordonnées 
rectangulaires,  c'est-à-dire  que 

1,1   i  i  I    I 

î  I     1 

0   représentant  T angle  des   axes  dans  Tapplication  du 
théorème  I. 
Les  démonstrations  de  ces  théorèmes  sont  très^faciles. 

Sm  LA  SOMME  Kg  PHISSANGRS  SKMBLABLES  »ES  TBHIS 
D'UNE  PRMKESSION  ARITIMÉTI«VE; 

Par  m.  Ph.  GILBERT. 

Posons 

ff„,^  =  p/»  4-  (p  4-  a)^  -f-  (p  H-  2ol)P  -f. . , .  -f.  (^  +  nay, 

n  et  p  étant  des  nombres  entiers.  On  trouve^  dans  tous  les 
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Traités  d'Algèbre,  une  formule  pour  calculer  a„,p  au 
moyen  de  ff„,p-i,  <Jn,p^fi  •  •  •  »^n,i*  En  outre,  plusieurs  géo- 
mètres (*)  ont  donné  diverses  expressions  de  cT„,pen  fonc- 
tion explicite  de  /z,  mais  la  loi  de  formation  des  coeffi- 
cients est  assez  conmliquée.  Mon  but,  dans  cette  Note^ 
est  d'exprimer  <T„,p  en  fonction  de  <Jn,p-»>  ^n^p^kj  •  •  •  ?  ce 
qui  n'a  pas  été  fait,  à  ma  connaissance,  et  ce  qui  me  pa- 
rait oflFrir  divers  avantages,  entre  autres  celui  d'abréger  les 
calculs. 
Si  Ton  pose 

u  =z  tffW^  -+.  e(^-*^)*>/-^*  -+-...-+-  ef'*'»-»*)'vP', 
on  aura,  pour  a:  =  o, 

D'ailleurs,  on  trouve  sans  peine 

et  en  diflerentiant  (p  + 1)  fois  par  rapport  à  a:  les  deux 
membres  de  cette  équation,  puis  faiisant  x  =  o,  on  aura 

^         'i\dxP}.       2  1.2       \2/    XdxP-^  J.         2 

-^ — t:^ — Uj  l^i^j/'°T  ■*-••• 


(  "^  M.  PuisEux,  Journal  de  M,  LiouvilU,  1846,  p.  477.  —  M.  Pbpin,  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  i856,  p.  37.  —  M.  Catalan,  même  to- 
lume,  p.  33o,  et  Mélanges  mathématiques,  p.  110. 

28. 


Substituons  à  1  ^  )  sa  valeur (^' —  i  )'a„,„  remplaçons 
sîn par  zéro,  divisons  toute  l'équation  par  (v^—  1/ -j 


27  ÎT 
2 

nous  trouverons  enfin 


i^  Si  p  est  pair j 
a°  Si  p  est  impair, 

(a)  {      +(p+')(^)'"'«'... 

Telles  sont  les  formules  qui  donnent  (7„,p  en  fonction 

de  Cnjp-t»  <^n,p^k9  •  •  •  • 

//  impoite  (Vobsefver  que  a„,o  est  égal,  toujours,  à 

Cas  particuliers  :  1^  Si  Ton  fait,  dans  ces  formules, 
|ji  =  o,  a  =  I ,  il  vient 

et  les  équations  (1)  et  (2)  donnent  la  somme  des  puis- 
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saoces  semblables  des  nombres  naturels.  Si  p  est  pair, 

/    .    N  {p  -^  ^)pLp  —  0  ï  « 

si  p  est  impair  y 

(/'  -*-  l}<T».p  -^  ^7^73 ^  ^«.^.  4- .  .  . 

,       l  (2/1  +l)/'-+-'  —  I 

Od  déduit  immédiatement  de  ces  formules  les  proposi- 
tions connues  :  Si  Ton  exprime  <7n,p  en  fonction  des  puis- 
sances de  («  -h  -)»  l'expression  ne  contiendra  que  des 

puissances  impaires,  si  p  est  pair,  et  que  des  puissances 
paires,  si  p  est  impair;  si  p  est  un  nombre  pair,  crn,p  est 

toujours  nul  pour  ns= >  etc.  {*). 

a°  Faisons  u  =  -»  et 

*^  2 


d^où 


•'''-"  V2)  ^"''" 


Les  formules  (1)  et  (a)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

r^_i-i\T         ,(P_±jMP.IlAy  ^         ^T 

[p  ■+-  0  ^.P  H ^7^73 ^n.p-7  -f-  .  .  .  H-  Vo 

I  •  2  •  o 
suivant  que  p  est  pair  ou  impair. 

(")  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand»  p.  35o. 
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COMPOSITION  DE  L'ÊCOLB  WRIALE  (!«(»)  ^ 

Pae  m.  Louis  SALTEL, 

El  ère  du  lycée  de  Lille,  ancien  élère  du  lycée  Louis- le-Grand. 


Étant  donnés  un  rectangle  et  un  point  P  dans  le 
plan  de  ce  rectangle^  par  le  point  P,  on  mène  une 
droite  quelconque  PQ,  et  Von  imagine  les  deux  coni- 
ques qui  passent  par  les  quatre  sommets  du  rectangle 
et  qui  sont  tangentes  à  la  droite  PQ.  Soient  E  et  E' 
les  deux  points  de  contact  et  M  le  point  milieu  de  la 
droite  EE'.  On  demande  Inéquation  du  lieu  décrit  par 
le  point  M,  quand  on  fait  tourner  la  droite  PQ  autour 
du  point  P.  On  construira  le  lieu  dans  les  hypothèses 
saillantes  :  le  rectangle  se  réduit  à  un  carré  dont  le  coté 
est  2  a,  et,  si  Von  prend  pour  axes  de  coordonnées  les 
parallèles  aux  côtés  du  carré  menées  par  son  centre,  les 

coordonnées  du  point  P  sont  x  =  -7»  jr  =  -. 

PRÉLIMlJffAlILES. 

Afin  de  ne  rien  emprunter  à  des  théories  étrangères 
an  programme  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales, 
nous  allons  rappeler  quelques  notions  préliminaires. 

(a)  Définition.  —  On  dit  que  six  points,  se  corres- 
pondant deux  à  deux  sur  une  droite,  sont  en  involutîon 
lorsqu'on  peut  déterminer  sur  cette  droite  un  point  0 
tel  que  l'on  ait 

OA  X  OA'  =  OB  X  OB'rrr  €C  X  OC. 

(b)  TnÉOBÈME.  —  Une  sécante  quelconque  rencontre 
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trois  cercles  itjrant  même  axe  radical,  en  six  points,  qui 
sont  en  im/olution» 

Le  point  O  étant  sur  Taxe  radical,  a  même  puissance 
par  rapport  aux  trois  cercles. 
Donc 

0AX0A'  =  0BX0B'  =  0CX0C'. 

(c)  ExsMPLB  AL6ÉBEIQUB.  —  «Si  l^on  prend,  à  partir 
d'une  origine  quelconque,  des  longueurs  représentées 
par  les  racines  des  équations 

p'-h/7p -h  7 -f- ^(f)»-f-/p -^  9')  =  o, 

on  a  six  points  se  correspondant  deux  à  deux  et  for^ 
mant  une  im^olution. 

En  effet,  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  sur  laquelle 
se  trouvent  les  points,  pour  origine  l'origine  déjà  fixée 
(axes  rectangulaires),  et  considérons  : 

1^  Les  deux  cercles 

passant  par  A  et  A^ 

passant  par  B  et  B'^ 
2®  Le  cercle 

7»-+- p'-f- /?P -h  9 -h  >(r^-+- P'H-/p -h  7' )  =  o, 

passant  par  l'intersection  des  deux  premiers. 

On  a  vu  que  toute  sécante  les  coupe  suivant  six  points 
formant  une  involution,  en  particulier  Taxe  des  jO,  que 
Ton  obtient  en  faisant  j  =  o. 

Donc 

OA  X  OA'  =  OB  X  OB'  =  OC  X  OC. 
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(d)  Théokeme  de  Oesargues.  —  Si  Von  considère 
une  conique  passant  par  l' intersection  de  deux  autres, 
toute  sécante  coupe  ces  trois  coniques  suii^ant  six  points 
se  correspondant  deux  à  deux  sur  chaque  conique  et 
formant  une  inxfolution. 

Soient  les  coniques  U  =  o,  V  ==  o,  U  -+-  3lV=:  o-,  par 
l'origine,  menons  une  sécante  ^  =^  =  p(a"-+-(3'=i), 

a         p 

les  distances  des  points  obtenus  à  l'origine  des  coor- 
données sont  racines  d'équations  de  la  forme 

?''^P9  -+-  7  =  0» 
p'  -h/?f>  H-  9  -h  'k(f  -h  />'p  -H  9')  =  O. 

Donc  ils  sont  en  inuolution, 

(e)  Corollaire.  —  Il  y  a  deux  coniques  tangentes  à 
une  droite  donnée  et  passant  par  l'intersection  de  deux 
coniques  données. 

Considérons  la  sécante  et  les  trois  coniques  précédentes; 
pour  un  certain  point  O,  on  a 

OA  X  O  A'  =  OB  X  OB'  ==  OC  X  OC. 

Supposons  que  la  sécante  devienne  tangente  à  la  co- 
nique C,  la  nouvelle  relation  sera 

OA  X  0A'=  OB  X  OB'  =  Ôc', 

relation  qui  donne  géométriquement  le  point  O  et  les 
points  de  contact;  connaissant  les  quatre  points  (A A'). 
(BB'),  il  suffit  évidemment  d'appliquer  la  construction 
suivante  : 

Par  les  points  (A A'),  (BB')  et  un  point  arbitraire, 
décrivez  deux  cercles;  tracez  leur  axe  radical  jusqum 
point  O,  où  il  rencontre  la  sécante;  menez  ensuite  du 
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point  O  la  tangente  à  l'un  des  cercles,  et  décnt^ez  du 
mente  point,  comme  centre,  as^ec  un  rctyon  égal  à  la 
longueur  de  la  tangente,  une  circonférence  qui  coupera 
la  sécante  aux  points  de  contact. 

Le  point  O  porte  le  nom  àe  point  central,  et  les  points 
de  contact  s'appellent  points  doubles. 

if)   DÊTERMIIfATION   ALGÉBKIQIJE  DU  POINT  CENTRAL.  — 

Soient  une  sécante  -  =  i  =  p,  et  les  points 

P^-hpp  -4-^  =  0,      f-^p'9  H-  y'  ==  O. 

Considérons  les  deux  cercles 

J<*H-p^-f-/?p-t-y  =0, 

ils  passent  par  (AA'),  (BB')  ;  leur  axe  radical  a  pour 
équation 

équation  du  premier  degré  qui  détermine  le  point  central 

Si  Ton  applique  aux  deux  coniques 
(7)       Ajc'H-  2Barj  -I- C^^ -I- aDx  -+-  2E7  -4-  Fi=o, 

(J)       A'jc'-t-  aB'arj  -f-  C'/'-h  2D'x  -4-  2E>  +  F'  =  o, 

et  à  la  sécanle 

on  trouve  immédiatement 

(9)     )^""~    I  2[(Da  4- Ep)  (A' a» -4r"2Fip  +  C'P^)      \ 
(  (  -(D'«-f-E'p)(Aa'-h2Bap4-CP')]l 
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{g)    DÉTEEMINATIOH    algébrique  DBS    POIHTS  DOUBLES. 

—  En  transportant  rorigine  au  point  O,  les  points  dou* 
blés  sont  racines  de  Téquation 


■=c^.)"- 


■P 


P-P' 
en  revenant  à  Torigine  primitive, 
ip  —  p')x*'-  l(q'  —  q)x  —  p{q' "  q)  —  q(p'  —  p)  =0. 

{h)  Ces  considérations  géométriques  et  algébriques 
posées,  il  est  évident  que  la  question  proposée  est  un  cas 
particulier  de  la  suivante. 

Problème.  —  Par  un  point  P,  pris  à  volonté  dans  le 

plan  de  deux  coniques,  on  mène  une  transversale  quel-  | 

conque^  on  imagine  les  deux  coniques  réelles  ou  ima-  \ 

ginaires  qui  passent  par  leur  intersection  et  qui  sont  \ 

tangentes  à  la  transi^ersale  aux  points  E  e/  E';  on  de-  I 

mande  le  lieu  du  point  milieu  de  la  droite  EE'.  I 

(/)  Ordre  de  la  courbe.  —  Sur  chaque  sécante  iasue 
du  point  P,  la  construction  indiquée  en  (e)  ne  doDDe 
qu^un  seul  point  du  lieu;  donc  l'ordre  de  la  courbe  est 
égâ]  k  tordre  de  multiplicité  du  point  P  plus  un. 

(k)  Ordre  de  multiplicité  du  point  P.  — Chercher 
le  degré  de  multiplicité  du  point  P,  c'est  cheix^her  le 
nombre  des  sécantes  donnant,  pour  point  correspondant 
du  lieu,  le  point  P.  Cela  aura  Heu  toutes  les  fois  que  le 
point  P  aura  même  puissance  par  rapport  aux  deux 
courbes,  c*est-â-dire  qu'on  aura 

PAxPA'=rPBxPB'. 

Cette  égalité  montre  clairement  que  les  transversales 
demandées  sont  déterminées  par  le  point  P  et  les  points 
communs  aux  deux  lieux  géométriques  suivants  : 
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Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  de  deux  coniques, 
on  mène  une  transi^ersale  quelconque  qui  rencontre  les 
deux  coniques  en  des  points  (A  A'),  (BB')*,  on  prend 
sur  cette  droite  des  points  M  et  M\  tels  que 

Pi^=  PA  X  PA',     VMf'=  PB  X  PB'  : 
lieux  des  points  M  et  M'. 

Il  est  évîdeDt,  géométriquement,  que  ces  lieux  se  com- 
posent de  deux  coniques  respectivement  homothétîques 
aux  coniques  proposées,  et  ayant  le  point  P  pour  centre 
commun» 

Les  sécantes  demandées  sont  les  deux  rayons  communs 
à  ces  deux  courbes. 

Donc  le  lieu  est  du  troisième  ordre,  et  les  tangentes  au 
point  P  sont  les  deux  sécantes  que  Ton  vient  de  déter- 
miner. 

Si  Ton  cherche,  du  reste,  leséquationsdes  lieux  pré* 
cédents,  le  point  P  étant  toujours  pris  pour  origine,  et 
les  coniques  ayant  pour  équation  (7)  et  (d),  on  trouve 

A  X»  -f-  2  Bxy  ^Cy=i  F, 
AV-h  aB'jc^-h  C>'=  F'. 

Les  rayons  communs  ont  pour  équation 

F  (Ajc^-h  nBxx  -+■  Cy^)  =  F(A'x»-+-  2B'.r^-h  Cj'). 

Remarquons  que,  sans  rien  particulariser,  nous  pou-* 
vons  supposer  que  Tune  des  coniques  (9),  (y)  est  celle 
qui  passe  par  les  quatre  points  donnés  et  par  le  point  P. 
Ce  que  l'on  exprimera  en  faisant  soit  F  =  o  ou  F'=  o« 
Supposons  F  =  O;  les  deux  tangentes  au  point  double 
seront  dès  lors  représentées  par  Téquation 
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(/)  Détbuminatioh  géométrique  des  taugehtes  au 
POifiT  DOUBLE.  —  On  construira  la  conique  passant  par 
les  quatre  points  donnés  et  le  point  P;  les  directions 
asjrmptotiques  issues  du  point  P  seront  les  tangentes. 

Dès  lors  le  point  P  sera  : 

i^  Un  point  double  réel,  si  la  conique  qui  passe  par 
les  quatre  points  et  le  point  P  est  une  hyperbole-, 

a^  Un  point  de  rebroussement,  si  la  conique  est  une 
parabole; 

3^  Un  point  isolé,  si  cette  conique  est  une  ellipse. 

Or  on  sait  que  les  régions  où  doit  se  trouver  le  point  P 
pour  donner  une  ellipse  ou  une  hyperbole  sont  séparées 
par  les  deux  paraboles  des  quatre  points  :  le  problème 
du  point  double  est  donc  complètement  résolu. 

(m)  DiKECTiONs  ASYMPTOTiQUES.  —  Pour  quc  le  point 
du  lieu  soit  à  Tinfini  sur  la  sécante,  d'après  la  construc- 
tion géométrique  indiquée,  il  faut  et  il  suffit  que  Taxe 
radical  correspondant  lui  soit  parallèle. 

Il  est  évident,  à  l'inspection  de  la  figure,  que,  lors^ 
quune  sécante  est  parallèle  à  Faxe  radical  de  deux 
cercles,  les  segments  interceptés  ont  même  point  milieu. 
Réciproquement  y  si  deux  segments  ont  même  point 
milieu,  Vaxe  radical  des  deux  cercles  est  parallèle  à  la 
direction  de  ces  segments. 

Donc  les  directions  asymptotiques  sont  déterminées 
par  le  point  P  et  les  points  communs  aux  deux  lieux  sui- 
vants. 

(/i)  Lieux  des  points  milieux  des  segments  interceptés 

SUR   UNE   droite   ISSUE  DU    POINT    P    ET    RENCONTRANT  LES 

DEUX  CONIQUES  PROPOSÉES.  —  Eu  ayant  égard  à  la  défini- 
tion de  ces  deux  lieux,  on  reconnaît  immédiatement  que 
chacun  d'eux  se  compose  d'une  conique  homothétique  à 
la  proposée,  passant  par  son  centre  et  le  point  P,  ayant 
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pour  centre  le  milieu  du  segment  compris  entre  le  point  P 
et  le  centre  de  la  conique. 

Les  deux  coniques  se  coupant  en  quatre  points,  dont 
trois  sont  généralement  distincts  du  point  P,  on  obtient 
en  général  trois  directions  asymptotiques  distinctes,  — 
Les  deux  coniques  dont  nous  venons  de  parler  ont  pour 
équations 

(M)  Aa:»-h  2Bxj-hC/-^4-Dx  -h  E/  =o, 

(N)  AVh-  nB'xjr  -f.  C'r»-4-  D'x  4-  E>  =o; 

les  trois  droites  qui  vont  dé  l'origine  aux  points  d'inter- 
section sont  représentées  par  Téquation 

(D'x  H-  E'y)  (Ax»-f-  2B*j  -h  Cy) 

—  (D.r  4-  E^)  (A'x^H-  2B'^j^  -f-C'j»)  =  o. 

(o)  Supposons  D  =  D',  E  =  E',  c'est-à-dire  les  polaires 
du  point  P  parallèles  :  les  deux  coniques  M  et  N  sont 
tangentes  à  Torigine  suivant  la  parallèle  à  la  polaire, 
qui  est  une  des  directions  asymptotiques  de  la  courbe  ; 
les  deux  autres  directions  asymptotiques  sont  les  deux 
autres  sécantes  communes  :  on  sait  que,  dans  ce  cas,  on 
obtient  facilement  la  sécante  commune  opposée  à  la  tan- 
gente. 

Si  les  deux  coniques  proposées  sont  homoihétiques, 
les  directions  asymptotiques  sont  parallèles  à  la  corde 
commune  qui  reste  à  distance  finie,  et  à  leurs  asymptotes. 

Si  l'on  suppose  enfin  le  point  P  au  centre  de  Tune  des 
coniques  passant  par  les  quatre  points  donnés,  a  c'est- 
à-dire  sur  la  conique  des  neuf  points  »,  O  =  o,  E  =  o, 
les  directions  asymptotiques  sont  les  asymptotes  de  la 
première  conique,  et  la  parallèle  à  la  polaire  du  pointP 
relative  à  la  deuxième  conique. 

(p)  Points  simples  KEMARQrABLEs  a  nisTAfiCE  finie. — 
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La  construction  (e)  montre  que  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  coniques  font  partie  du  lieu. 

(</)  Recheuche  du  thoisieme  point  du  lieu  sux  les 
CORDES  COMMUNES.  —  U  suffit  de  mener  par  le  point P 
une  parallèle  à  Tun  des  systèmes  de  cordes;  son  point 
de  rencontre  avec  la  deuxième  droite  de  ce  système  est 
le  point  demandé.  C'est  encore  évident  d'après  la  con- 
struction indiquée  en  (e). 

(r)  Parties  parasites  de  la  courbe.  —  Nous  a?ons 
vu  que  les  deux  coniques,  passant  par  les  quatre  points 
donnés  et  tangentes  à  une  transversale  donnée,  peuvent 
être  réelles  ou  imaginaires,  le  point  milieu  étant  ton- 
jours  réel.  Il  est  donc  intéressant  de  séparer  sur  le  lien 
les  parties  qui  répondent  à  des  coniques  réelles  ou  ima- 
ginaires. 

En  vertu  du  principe  de  continuité,  il  est  évident  qae 
les  limites  cherchées  sont  les  points  communs  à  la  courbe 
et  au  lieu  suivant  : 

Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  P  aux  coniques  passant  par  les  quatre  points 
donnes. 

On  voit  à  priori  que  ce  lieu  est  du  troisième  ordre  : 
donc  les  points  cherchés  sont  au  nombre  de  neuf.  On 
peut  prévoir  qu'il  y  en  a  six  à  distance  finie,  à  savoir  : 
les  quatre  points  donnés  et  le  point  double  P^  et  trois  à 
distance  infinie,  à  savoir  :  les  directions  asymptotiques. 

Nous  nous  bornerons  à  donner  Téquation  du  lieu,  «ans 
entrer  dans  de  plus  longs  détails  : 

(A-r'-f-  2Ba:/4-C/2-H2D.r-h2Er -+-  F)(Dx'4-  E^'H-f) 
=  (A'.r«-4- 2B'j:j^-hC>-*-f-2D'x-+- 2E'j4-F' )(D4: -4- E/-+-F). 

(s)  Cas  où  le  lieu  se  décompose.  —  Une  droite  et  une 
conique  sont  rencontrées,  d'après  le  théorème  de  Bezout, 
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Tune  ea  trois  points,  Fautre  en   six  points,  par  une 
courbe  du  troisième  degré. 

Donc  un  lieu  du  troisième  ordre  se  décompose  s'il  a 
quatre  points  en  ligne  droite  ou  sept  points  sur  une  co* 
nique. 

Ce  qui  précède  donne  Tintersection  complète  de  la 
conique  qui  passe  par  les  quatre  points  et  le  point  P  avec 
la  courbe  du  troisième  ordre,  à  savoir  :  les  quatre  points 
donnés  et  le  point  double.  Ces  quatre  mêmes  points  et  le 
point  P  représentent  encore  l'intersection  complète  de  la 
courbe  avec  la  conique  des  neuf  points,  lorsque  le  point  P 
appartient  à  cette  dernière  conique. 

On  a  déjà  indiqué  Fintersection  complète  de  la  courbe 
avec  les  cordes  communes. 

II  résulte  de  là  et  des  considérations  qui  précèdent  que 
le  lieu  se  décompose  : 

i^  Si  le  point  P  est  sur  l'une  des  sécantes  communes 
aux  deux  coniques  :  la  sécante  fait  partie  du  lieu; 

Ol^  Si  les  deux  coniques  sont  homotbétiques  :  on  obtient 
trois  droites,  dont  l'une  toujours  réelle  (la  corde  com- 
mune avec  deux  coniques),  les  deux  autres  pouvant  être 
réelles  ou  imaginaires  et  étant  représentées  par  les  direc- 
tions asymptotiques  communes  aux  deux  coniques. 

Deux  cercles,  par  exemple^  donnent  Taxe  radical  et  les 
deux  droites  ar*  4-j^*=  o. 

Deux  hyperboles  donnent  les  parallèles  aux  asymptotes 
et  la  corde  commune  passant  par  l'intersection  des  deux 
polaires  du  point  P. 

Deux  paraboles  donnent  deux  droites  confondues,  etc. 

3^  Si  le  point  P  est  rejeté  à  l'infini  dans  une  direction 
donnée. 

Dans  ce  dernier  cas,  toutes  les  constructions  indiquées 
se  simplifient  notablement.  Aussi  nous  bornerons-nous  à 
donner  plus  loin  l'équation  du  lieu. 
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{t)  Équatiom  du  lieu  dams  le  cas  céhéral.  —  Dès 
maintenant,  nous  pouvons  écrirej  à  priori,  Féqiiationdu 
lieu,  en  nous  appuyant  sur  ce  que  Tensemble  des  termes 
de  degré  moindre  d'une  courbe  qui  passe  par  l'origine 
représente,  à  un  coefficient  près,  les  tangentes  en  ce 
point,  et  sur  ce  que  Tçusemble  des  termes  du  plus  haut 
degré  donne  aussi  les  directions  asymptotiques  à  un 
coefficient  près. 

Donc  Téquation  du  Heu  est,  à  un  coefficient  prèsft, 

fi[(D'x  -H  ¥Jj)  (Aa:»+  28*7  H-  C7') 

—  (Dx  -h  Er)  {A'x^-h  2BV  +  C'rM] 

=  F(A'x»-4-  2B'xy  -+-  C'x')  —  F'(A«*-f-  ^Bry  4-  C/»). 

On  achève  de  déterminer  le  coefficient  fi  en  exprimant 
que  le  lieu  passe  par  l'un  quelconque  des  points  trouvés, 
ou,  ce  qui  est  plus  simple,  en  exprimant  que  Téquation 
satisfait  à  un  cas  particulier  dont  on  connaît  le  résultat, 
par  exemple  pour  deux  cercles.  On  trouve  ainsi  que 

fX=2. 

On  peut,  du  reste,  obtenir  très-facilement  directement 
Téquation  du  lieu;  on  n'a  qu'à  substituer  dans  la  for- 
mule (d) 

on  obtient 

2[(D'x4- E»(Ax»-f- 2Bxj4- Cr') 

—  (Da:  H- Er)  ( A';p»-+- aB'^r -h  C>')] 

=  F(A'x»-4-  2B'xr  H-  C'r')  —  F'(Ajr»H-  iBxy  4-  Cj'). 

(u)  Equation  du  lieu  dans  le  cas  ou  le  point  est 
REJETÉ  A  l'infini.  —  Soicnt  la  direction  définie  par  les 
cosinus  a,  /3,  et  (x,,,  j^  un  point  du  lieu  :  l'équation  de  la 
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transversale  correspondante  est 

-;r---l — p- 

Les  distances  de  ce  point  (x^^y^)  aux  deux  coniques  sont 
racines  de  deux  équations  de  la  forme 

p'4-/?p  4-7  =  0, 
p' -+-/?> -h  9' =  0. 

Si  {x^yjr^)  est  un  point  du  lieu,  on  a 

0AX0A'=:0BX0B'; 

donc 

7  =  9'' 

Telle  est  la  relation  a  laquelle  doivent  satisfaire  les 
coordonnées  x^^  y^  ;  donc  c'est  Téquation  du  lieu. 
Si  l'on  développe  les  calculs,  on  trouve 

(AV-*-2B'ap-+-C'p^)(Ax»-4-2Bx7+  C^»-+-  2D*  -1-  2EJ-+-F) 
=  (Aa'-+-2Bap-hCp») 

X  (A'jr'H-  2B'jcr  -+-  C'/^H-  2D'a:  -+-  2F>  -f-  F). 

[v)  Un  cas  particulier.  —  Il  nous  resterait  à  étudier 
les  propriétés  et  déformations  successives  que  subit  la 
courbe  : 

i^  Lorsque  le  point  P  est  successivement  :  point  double 
réel,  point  de  rebroussement,  point  isolé; 

2®  Lorsque  le  lieu  se  décompose. 

Quoique  ces  deux  questions  offrent  de  l'intérêt,  nous 
ne  les  traiterons  pas,  vu  la  longueur  des  considérations 
précédentes;  il  est  cependant  indispensable  d'énumérer 
an  moins  les  résultats  que  donne  le  cas  particulier  de- 
mandé au  Concours  d'admission. 

Soient  ex,  |3  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport 

Ann.  de  Uathémat,,  a«  série,  t.  VIIT.  (Octobre  1869.)  29 
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aux  axes  du  rectangle,  a  et  b  les  demi -longueurs  des 
côtés. 

Si  Ton  transporte  Torigine  au  point  P,  les  équations 
des  deux  coniques  passant  par  les  quatre  points  sont 

X^-r-  2  a  «T  -I-  a'  —  <?=  =  o, 

le  point  double  est  réel  s^il  est  dans  Tintérieur  du  rec- 
tangle ou  dans  les  angles  opposés  à  Tintérieur,  et  on 
trouve  pour  équation  du  lieu 

2x/(aj  — p.r)  H- (a«— «-).>»—  (?'—  b^)x'=Q. 


SOLUTION  DD  PROBLEME  DONKÉ  AUX  KX4IIHIiS  DE  LA  LKIKI 
(Novembre  1868}; 

Pau  m.  Léon  GEOFFROY, 
Ingénieur,  Professeur  de  Mathémati<;ues. 


Trousser  une  surface  de  résolution  telle,  que  les 
rayons  de  courbure  principaux  soîefU  en  chaque  point 
é^aux  et  dirigés  en  sens  contraire. 

Dans  une  surface  de  révolution  les  rayons  de  courbure 
principaui  sont,  d*une  (^ait,  t^ui  de  la  tKmrbe  méri- 
dienne au  point  considéré;  d*autre  part,  la  partie  de  la 
normale  comprise  entre  Taxe  et  la  surface. 

Toute  la  question  se  réduit  k  trouver  la  courbe  méri- 
dienne, et  on  voit  que  cette  cotti4>e  doit  être  telle,  que  st 
normale  en  chaque  point  soit  égale  au  rayon  de  cour- 
bure et  dirigée  en  sens  contraire. 

Prenons  l'axe  de  la  surface  pour  axe  des  x,  les  coor- 
données étant  rectangulaires. 
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La  normale  a  pour  valeur 


le  rayon  de  courbure  a  pour  expression 

y' 

En  écrivant  que  ces  deux  expressions  sont  égales,  au 
signe  près,  on  trouve  Téquation  différentielle  de  la  mé- 
ridienne 

Posons 


P 
en  substituant  il  vient 


y'^p,     r^^,      4s^é 


-kpdp  _  ^  ^  ^ 


et,  en  intégrant, 


lognéper(i  4- /?')  ==  alog'  Y  —  ^log'A  ==  log nép  (  —  j 


d'où 


or 


donc 


d'où 


-^/e)■- 


''  =  ;5' 


dr 


=  lognép[l-4-y/(I)'-.]  +  C 


29. 
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ou  bien 


t^- 


-c 


-W(jï-'-^ 


de  là  on  déduit 


équation  d'une  chaînette  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à 
Taxe  de  la  surface.  Les  constantes  A  et  C  se  détermine- 
ront facilement,  en  disposant  de  Taxe  des  Y,  et  en  pla- 
çant la  courbe  de  manière  que  la  normale  au  sommet 
soit  égale  au  rayon  de  courbure  en  ce  point. 


NOTB  SUR  QUiLQDBS  fiOUATIONS  INBÉTHIIIRÉRS; 

pae  m.  le  besgue. 


L'impossibilité  de  la  résolution  en  nombres  entiers 
d'une  équation  indéterminée 

où  y* et  f  représentent  des  fonctions  entières  ou  sommes 
de  termes  Ax*j^zt.  .  •  (  A  étant  un  entier  positif  ou  né- 
gatif; or,  J3,  y,...  des  entiers  positifs  ou  nuls,  et  x^jj  £,.- 
des  entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls),  est  quelquefois 
rendue  évidente  en  donnant  i  Téquation  certaines  formes 
particulières,  par  exemple  celle-ci 

#ïf/  -f.  r=:  mi£  -h  r', 

m  étant  un  entier  positif-,  f ,  u  des  entiers  de  même  signe. 
aussi  bien  que  r  et  r^  supposés  <^m  en  valeur  absolue. 

Si  r  et  r^  sont  différents,  il  y  a  évidemment  impossi- 
bilité :  c'est  le  cas  de /(x,^,  «,...)  et  9(jr,jK>  «,.••)  "^^ 
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congrus   pour  un   ceriaîn    module  m  convenablement 
choisi. 

Le  cas  de  r  =  o  et  r*  autre  que  o  est  un  cas  particulier 
qui  se  présente  assez  souvent. 

(A)  Voici  un  exemple  pour  ce  dernier  cas. 
x'-+-^*==  (4«  H»- 3)'-ç    est  impossible  (jr,r  premiers 

eDtreeux). 

Démonstration,  4^+3  étant  décomposé  en  ses  fac- 
teurs premiers  a,  |3,  y,...,  il  doit  y  en  avoir  un  nombre 
impair  de  la  forme  4^  +  3.  Soit  donc 

d'où,  en  élevant  i  la  puissance  si  +  i» 

x^»=  (^b  -f-  3)U  — /*^S 

où  U  est  entier.   Le  théorème  de  Fermât  réduit  cette 
équation  à 

(  4  A  4- 3  )  P -4- I  =  (  4  6  H- 3  )  <v  -  I , 

OÙ  i'  et  w  sont  entiers  ;  or  cela  çst  impossible. 

(B)  Voici  un  autre  exemple,  question  : 
L^équation   x*=j^-h  y  est  impossible   en  nombres 

entiers  : 

I»  Pour^  pair  on  a 

donc  X  est  impair  ^  x  =  a  z  -+- 1  donne 

x^=^z(z-h  i)  H-  i==8tt  +  I, 

u  entier;  or  8m  -+- 1  =  Si^'n-  7  est  impossible. 
2®  jr  impair  : 

X'-hl=y-+'8  =  {jr  -4-2)(/'—  2/-f-4) 
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Or  {y  —  i)*  -*-  3,  pour  y-^i  pair,  a  un  diviseur  ptcoicr 
de  la  forme  46  -4-  3  ;  l'équation  est  donc  impossible. 

(C)  Autre  exemple  : 

x^±y^=  gz  -hr  est  impossible  pour  r  =  3,  4»  5, 6: 
c'est  la  question  902  traitée  par  Mv  LcUèaM. 

±1  jr,  ±y  ayant  Tuné  des  foriâés  3r,  3<  +  i,3t  +  3, 
le  premier  membre  ne  peut  prendre  que  l'une  des  formes 

gp  +  o,  1,  2,  7,  8. 

Cette  impossibilité  par  Hon-tongruence  a  été  àppli^ 
quée  à  quelques  cas  particuliers  de  Téquation 

x^y^  z  entiers,  m  premier  impair;  par  exemple  ;  m  =  3, 
m  =  7, 

Pieut^oh  démi>ntrer  d'autr^ë  (sas  particulier  par  là 
même  méthode,  sans  introduire  des  nombres  imaginnîres 
formés  avec  les  racines  de  Tunité? 

Noie  du  Rédacteur.  —  Là  démonstratit)n  relative  à 
l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  Téquation 
x*=:y^-\-j,  dans  le  cas  (a®)  de  j-  impair,  a  été  fondée 
sur  ce  principe  que  : 

Tout  diviseur  de  la  somme,  j:*-h  i,  ife  dàux  taités 
premiers  entre  eux  est  également  la  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux. 

Or,  (y  —  i)*-f-  â  étant  de  la  forme  4^  +  3,  ne  peui 
être  la  somme  de  deux  carrés  \  donc,  etc. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  au  sujet  des 
diviseurs  de  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux  est  démontré  dans  la  Théorie  des  Nom- 
bres de  Legendre.  Ce  théorème  a  d'abord  été  déduit  de 
propositions  plus  générales  dues  a  Lagrange,  et  cette  dé- 
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duciion  ne  peut  donnner  lieu  à  aucune  objection.  Mais, 
à  la  suite,  on  Ut  (p.  9o3,  U  I9  3*"  édition)  : 

«  Ce  théorème  étant  d'un  très^grand  usage  dans  la 
Théorie  des  Nombres^  nous  croyons  dev^oir  en  donner 
une  seconde  démonstration  fondée  sur  d^ autres  prin- 
cipes.   » 

11  nous  semble  que  cette  seconde  démonstration  est 
au  moins  incomplète.  Nous  allons  dire  pourquoi. 

En  nommant  N  un  diviseur  de  la  somme  £*+  «<*  des 
carrés,  /*,  w*  premiers  entre  eux,  et  N"  un  nombre  entier 

moindre  que  j  N,  l'auteur  établit  Tégalité 

(N  -  ar  —  61/)»+  (oLU  —  6/)^=  NN", 

où  a,  è  sont  des  nombres  entiers  satisfaisant  à  une  con- 
dition indiquée.  Puis,  il  ajoute  : 

«  «Se  dans  ce  nouveau  résultat  on  avait  N''=  1,  te 
nombre  N  serait  égal  à  la  somme  de  deux  carrés,  et  la 
proposition  serait  démontrée.  » 

Sans  doute,  parce  qu'il  est  facile  de  voir  que  si  N''=  i , 
les  deux  nombref  N  —  çtl  —  Su  fil  çiu  —  6<  mnl  pre- 
miers entre  eux. 

H  Soit  donc  encore  M  "  ]>  i  ^  alors  en  siàyanl  la  mgme 
marchcy  on  déduirait  du  produit  N  JV"  un  noui^eau  pro- 
duit NN'",  oii  Von  aurait  N'"<  -  N",  et  qui  sera  ex- 
primé pareillement  par  la  somme  de  deux  carrés,  etc.  » 

Mais,  pour  suivre  la  même  marche,  il  faudrait  que 
les  deux  nombres 

N  —  Oit — 6tt     et     ctu  —  67 

fussent  premiers  entre  eux;  et  c'est  ce  qui  ne  résulte  pas 
de  la  démonstration  dont  il  s^agit. 

Au  reste,  cette  démonstration  s'applique  clairement 
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au  cas  où  le  diviseur  N  est  premier;  le  principe  étant 
établi  pour  ce  cas  particulier,  on  peut  assez  simplement 
faire  voir  qu'il  est  général,  en  décomposant  le  diviseur 
considéré  N  en  ses  facteurs  premiers.  (G.) 

SDR  11  PARABOXB  ALGBBR1(11E; 

Par  m.  E.  catalan. 


Un  ouvrage  remarquable,  récemment  publié  (^),  con- 
tient, parmi  beaucoup  de  bonnes  choses,  les  deux  pro- 
positions suivantes  : 

«...  Dans  la  suite  d'égalités 

qu'on  élève  tous  les  membres  à  la  puissance  ^ — i,  et 
Ton  aura 

(B)  e-*^  =  r-*«  =  «-««  =  ...  =  e-»*», 
conséquence  complètement  inadmissible  (p.  a54)-  » 

«  On  est  par  conséquent  autorisé  à  substituer  à  la  for- 
mule non  démontrée  d'Euler,  la  suivante  : 

(y' — i)*  =  cosa  -h  ^ — isina, 
ou,  si  l'on  veut, 

(C)  (  —  1)''=:  cosa -h  v^— isina, 

dont  la  justification  est  parfaitement  établie  (p.  257).  » 

(♦)  Des/ormes  imaginaires;  leur  interprétation  e»  abstrait  et  en  concret  ; 
par  M.  Vallès,  ingénieur  honoraire  des  Ponts  et  Chaussées.  Paris;  Gau- 
thier-Villars;  186g. 
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Les  assenions  de  l'honorable  auteur  sont  trop  graves 
pour  passer  inaperçues.  Je  vais  donc  essayer  de  montrer  : 
1°  que  la  formule  proposée  (C)  est  loin  d'être  préférable 
à  celle  d'Euler^  a^  que  les  égalités  (B)  ne  sont  pas  des 
conséquences  de  (A). 

I. 

Considérons  d'abord  la  relation  (C).  Si  Ton  y  suppose 

a  =  -ir, 

p  et  4j  étant  des  entiers  premiers  entre  eux,  elle  devient 

(D)  (-—1^=008-11-4-  J^sin^TT. 

Celle-ci,  étndente  lorsque  7  =  1,  n'est  pas  admissible  en 
général.  En  effet,  le  premier  membre  a  q  valeurs,  et  le 
second  en  a  seulement  une.  Comme  l'apprend  la  théorie 
des  équations  binômes,  ce  second  membre  doit  être  rem- 
placé par 

CCS h  V  —  ï  sm » 

si  p  est  pair^  et  par 

cosi h  ^  — isin-^ —  5 

si  p  est  impair. 

IL 
J'arrive  maintenant  à  l'équation  absurde 
(B)  e-«r=c-»«, 

déduite  de  l'équation  exacte 

(A)  tW~=:tf<*/^. 


(  458  )  

Par  définition,  e"'^v^=  cosiArir -f-  ^ —  i  sina^Tr  =  i. 
Ainsi,  déjà,  chacun  des  deux  membres  de  Pétiuation{li) 
représente  l'unité,  D*un  autre  côté,  l'expression  «  puis- 
sance ^ — I  »  n'ayant  aucun  sens  à  priori,  nous  admet- 
trons que  (e***v^)v^""'  =  i\^->  :  et  il  nous  suffira  de  définir 
ce  dernier  symbole. 
Or,  si  Ion  fait 

on  a^  en  général  (*)y 

lX=z  ^—1  /(i)=:  ^— 1 .2X'ff  y'  —  l  =:  —  îX'jr; 
donc 

Autrement  dit  : 

La  puissance  y'— i  de  Fexpression  ft**»^  a  une 
infinité  de  valeurs  réelles,  inégales,  et  formant  une 
progression  peur  quotient*  En  particulier,  si  Ton  élève  à 
la  puissance  marquée  par  ^ — i,  les  deux  expressions  (A), 
égales  chacune  à  l'unité,  on  reproduit  deux  fois  ceue 
progression.  Mais  de  ce  que  c'*v^~*  =•  e*'^~*,  on  ne  peut 
pas  conclure  e""**=  e~**. 

NOTE  SUR  LES  TANGENTES  GOIIDNES  A  BEUX  CBRCUS; 

Pae  m.  J.-CH.  DUPAIN. 


Les  Traités  de  Géométrie  qui  donnent  la  construction 
des  tangentes  communes  à  deux  cercles  négligent  ordi- 
nairement une  vérification  très-simple.  * 


(*)  yoir,  par  eiciuplu,  le  Cours  d^ Analyse  de  Sil'Rii. 
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Soient  O,  C  les  centres  des  deux  cercles,  A  l'intersec* 
tion  d'une  tangente  intérieure  et  d'une  tangente  exté- 
rieure^ il  est  visible  que  ÂO  et  AC  sont  bissectrices  des 
angles  de  ces  tangentes;  d'où  il  résulte  que  Tangle  OAC 
est  droit,  et  que  la  circonférence  décrite  sur  OC  comme 
diamètre  passe  par  les  quatre  points  où  les  tangentes  in- 
térieures rencontrent  les  tangentes  extérieures. 

Si  les  tangentes  deviennent  imaginaires,  le  théorème 
n'a  plus  d'utilité  graphique-,  mais  il  reste  analytiquement 
vrai. 

Soient 

(x  — <i)»-f-^^^r»  =  o, 

les  équations  des  detiix  cercles  donnés,  les  équations  des 
tangeoittft  sont 


±y  V^rf='— (R—  rf==  (R  —  r)x  —  rfR, 
±:r  ^rf'—  (R  -h  1-)'=^ (R  H-  r) «  —  /fR ; 

j'élève  au  carré  ces  deux  équations,  je  les  retranche 
membre  à  membre  et  je  supprime  le  facteur  commun 
4Rr*,  il  vient 

jr^z=zdx  —  jr% 

qui  est  justemenl  IVquation  du  cercle  ayant  pour  dia- 
mètre la  distance  des  centre»  donnés. 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  858 

(voin*  sérl«,  t.  Vil,  p.  190); 

Par   m.   FARINEAU, 

Élève  du  lycée  de  Lille  (Classe  de  M.  Diguet). 

D'un  point  M  situé  dans  le  plan  d'aune  conique,  on 
mène  à  celle-ci  les  deux  tangentes  MA  et  MB,  pm 
par  M  on  mène  une  droite  MC . 

Aux  points  Â  et  B,  on  construit  les  coniques  ajrant 
quatre  points  confondus  auec  la  proposée  et  tangentes 
aMC. 

Démontrer  que  :  i®  ces  coniques  touchent  MC  au 
même  point  C;  a^  si  Ton  faisait  tourner  l'une  d* elles 
de  manière  à  la  rabattre  autour  de  MC,  du  côté  de  la 
première,  les  coniques  ainsi  obtenues  auraient  en  ce 
point  un  contact  du  troisième  ordre. 

(A.    RiBAVCOUR.) 

1^  Je  m'appuierai  sur  cette  proposition  : 

Si  deux  coniques  ont  quatre  points  confondus,  la 
polaire  d'un  point  de  la  tangente  commune  est  la  même 
pour  les  deux  coniques. 

On  la  démontre  facilement  en  prenant  pour  axe  desj^ 
la  tangente,  pour  axe  des  x  une  droite  quelconque,  pour 
origine  le  point  quadruple.  Les  équations  des  coniques 
sont  alors 


(46i  ) 
la  polaire  d'un  point  de  Taxe  des  y  dont  Tordonnée 
est  (3  est 

py^'  -f-  2x  ==  o, 

et  on  voit  que  cette  droite  est  la  même  pour  les  deux 
coniques. 

Il  résulte  de  là  que  la  polaire  du  point  M  par  rapport 
aux  deux  premières  coniques  est  la  même,  c'est-à-dire 
que  les  trois  points  A,  C,  B  sont  en  ligne  droite;  ce  qui 
démontre  la  première  partie  du  théorème. 

a^'La  seconde  partie  du  théorème  est  inexacte,  excepté 
dans  le  cas  où  la  droite  MC  est  perpendiculaire  à  ÂB. 

En  effet,  je  suppose  Tangle  MCA  aigu.  Quand  on  ra- 
battra la  conique  inférieure  autour  de  MC,  la  droite  AC 
se  placera  dans  Tangle  BCM.  Or,  si  les  deux  coniques 
avaient  alors  en  C  quatre  points  confondus,  les  polaires  AC 
et  BC  du  point  M  seraient  confondues,  ce  qui  n'a  lieu  que 
lorsque  MC  est  perpendiculaire  à  AB. 

Je  vais  démontrer  seulement  que  les  deux  coniques, 
après  le  rabattement,  ont  un  contact  du  second  ordre, 
c'est-à-dire  trois  points  confondus. 

Je  prends  le  point  C  pour  origine  *,  pour  axe  des  x,  CM  ; 
pour  axe  des  y,  AB.  L'équation  de  la  première  conique 
est 

\y  -t-//t(ar  —  a)][j  -4-  m\x  —  a)]4-Xar'=o; 

les  équations  des  coniques  qui  ont  quatre  points  con- 
fondus avec  la  précédente  en  A  et  B  sont 

(0  r  [r  +  "»(*  —  «)]  +  ^_^,  .x-»= o. 

Je  prends  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  à  CM, 


(46a  ) 
CM  restant  l'axe  des  x.  Les  formules  de  transformation 

sont 

Y 

x=:X— YcotO,     7-=^--,     0  =  aDgBCMj 

les  équations  (i)  et  (a)  deviennent 

}   siRÔ  LsinO  J 

(  -Af-^ +'»'(*-« -rcotfl)] 

\  siDS|_sin9  ^  •'         'J 

i  -'"^     , 

\  "^^i -(x-j'COt9)-==o. 

\  /w  —  m 

L'équation  de  la  courbe  (4)  rabattue  autour  de  MC  s'ob- 
tiendra en  changeant  j^  en  — y\  ce  sera 


(3) 


(4) 


(5) 


1  -aT--^-+-«'('-''-^j«»»«)1 

1  sinSl       sin9  ^  I 

(  -^--^^-;(*^-r«>te)'=o. 

\  m  —  m 


Je  cherche  un  couple  de  sécantes  communes  auv  cour- 
bes (3)  et  {4)9  et  pour  cela  je  le$  ajoute,  après  les  avoir 
multipliées  par  m  et  —  m.  Il  vient 

t 2/w/n'  cotOr —  — ;  cos0.r  I  =  0, 

sind  -^       m  — m'  J 

équation  qui  donne  deux  droites  :  Tune  est  MC,  l'autre 
passe  par  Torigine 

«  #        ^\        2.\mm'    . 

yim  -\-  m' —  9.mm*  cosO) j  sinsGx^ro. 

m  - —  tn 

Pour  que  les  deux  coniques  aient  un  contact  du  troi- 
sième ordre,  il  faut  que  cette  sécante  se  confonde  avec  MC, 
«'est-à-dirc  que  son  équation  soit  identique  avec  /  =  0; 
ce  qui  aura  lieu  si  le  coefficient  de  x  est  nul,  c'est-à-dire 


(463  ) 
si  sinaô  =  o,  ce  qui  donne 

e  =  90°' 

Ainsi  l^on  retombe  sur  la  condition  trouvée  précédem- 
ment. 

On  peut  démontrer  plus  simplement  que  les  deux  co- 
niques ont  même  cercle  osculateur  en  C. 

Je  fais  tourner  la  conique  inférieure  autour  de  C  jus- 
qu^à  ce  que  CB  se  place  dans  la  direction  CA;  et  CM', 
prolongement  de  CM,  dans  la  direction  CM.  Les  deux 
coniques  sont  alors  du  même  côté  de  CM.  Or  cette  rota- 
tion revient  à  changer  la  direction  des  axes  de  la  seconde 
conique  :  on  aura  donc  son  équation  en  changeant  x 
en  — x^j  en  — j  dans  Féquation  (2),  ce  qui  donne 

(6)  7[r-+-  'w'(.r  H-  a)]  -h  -^ x>=:  o. 

rajoute  les  équations  (i)  et  (6)  multipliées  par  m'  et 
par  m,  j'ai 

7(/7i  H-  m')  -4-  2wm'x=:o. 

Donc  les  deux  coniques  ont  bien  en  C  trois  points  con- 
fondus. 

Note.  —  Solutions  peu  différentes  de  MM.  Kaher  Bey  et  A.  Lemattre, 
Répétiteur  au  lycée  de  Besançon. 


Question  870 

(  Toir  a"  sérl«,  t.  VII,  p.  a37  )  ; 

Par  m.  brocard, 

Sous-lieutenant  du  Génie* 

Lieu  des  centres  de  courbure,  principaux  correspon- 
dants aux  points  d'une  surface  gauche  qui  sont  situés 
sur  une  génératrice.  »  (  Darboux.) 


(464) 

Remplaçons  la  surface  gauche  par  son  hyperboloïde 
osculateur  le  long  de  la  génératrice  considérée.  En  pre- 
nant cette  génératrice  pour  axe  des  2,  Téquation  de  cet 
hyperboloïde  sera 

Ax»  -h  Ay^-h^Byz  -4-  îB'xz  -f-  2B"a:jr  -h  2C'x-4-  aC'/  =  o. 

Les  sections  principales,  qui  renferment  les  centres 
de  courbure  dont  on  demande  le  lieu,  sont  formées  par 
les  plans 

et  Tune  quelconque  d'entre  elles  a  pour  projection  sur 
le  plan  des  xy  la  conique 

(i)     Ax»-4-2Bx7-hA'j'H-2(B'7-4-C)x-f-2(B7-f-C')/=:o 

qui  passe  par  Torigine. 

Le  centre  de  courbure  principal  est  le  centre  de  cour- 
bure correspondant  à  Torigine,  et  il  a  pour  coordonnées 

\         dx^)  dx 

I     My 


x, 

r. 

-     rf'r     ' 

d.T^ 

expressions  dans  lesquelles  -j-^  j-^  ont  les  valeurs  cor- 
respondantes à  a:  =  o,  j^  =  o. 

Deux   diflérentiations  successives  de   réquation  (1) 
donnent 

dv 
Ax  4-  Br  -h  B'7  -I-  C  -h  —-  {h! y  4-  Bx  -f-  B7  4-  C)  =  0, 
dx 


A-+- 


4-l(4-)-S<*>*»- »'--)=•■ 


(465) 
Qp  en  tire,  après  avoir  fait  x  =zj  =  o, 

dy  _      B^7  -4-  C 
dx^      B7  4-  C  * 

d'y_      A(B7>4-C)»~aB(B7-4-C)(B^7  +  C)-hA^(B^74-C)' 
dx^  (B7-hC')* 

En  remplaçant  ^  et  j^  par  leurs  valeurs  dans  les 

équations  (a),  puis  y  par  z,  on  aurait  les  équations  de  la 
courbe  lieu  des  centres  de  courbure  demandé.  En  divi- 
sant membre  i  membre  les  équations  (a)  on  a^  en  sup- 
primant les  accents, 

7       Bz-4-C 
X  ""  B'«-+-C 
on 

B>«  —  Bx«  4-  C7  —  Cx  =:  o  : 

c'est  l'équation  du  paraboloïde  des  normales  à  la  surface 
gauche  le  long  de  la  génératrice  Oz.  On  en  tire 

_  Cx  ~  Cx 

""  ""  B>  -  Bx' 

et  en  portant  dans  l'une  des  équations  (a)  on  a 

r(B>— Bjr)(Ar'-4-A'^»— aB*r)  =  «(B'C'  — BC)(a?^-f-r'), 

qui  représente  le  cylindre  projetant  la  courbe  sur  le  plan 
des  xiy»  La  courbe  elle-même  est  l'intersection  de  ce 
cylindre  avec  le  paraboloïde  des  normales. 
Nou.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Pellet. 


Question  871 

(TOlr  l'iérie.  t.  Vil,  p.  xS?): 

Pab   m.   E.    pellet. 

Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes 
à  une  ellipse  et  à  toutes  les  hyperboles  équilatères  qui 

Ànn.  de  Maihémal,,  a«  série,  t.  Vlll.  (Octobre  1869.)  3o 


{  466  ) 
ont  même  centre  que  V ellipse  et  qui  passent  par  m 
foyers.  (Dariioux.) 

L'équation  de  Tellipse  étant 

Téquation  d'ane  des  hyperboles  équilatères  sera 
x' — x^  -\-  l'^xy  —  c*=  o. 
Pour  que  la  droite 
-  .  xcosif        Y  sina 

qui  est  tangente  à  rellipse,  soit  tangente  â  Thyperbole,  ii 
faut  que  Ton  ait 

(2)    (B*rt»^*-4-  a^)  tong'w  —  2Ba6c>tangii  -4-  B'ii»6»  +  ^«=o. 

Or  si,  dans  Téquation  (1),  on  remplace  sinu  et  cosu  par 
leurs  expressions  en  fonction  de  tangu,  on  obtient 

(  3  )        (j!  -  »  )  'ang'  »  +  ^  S  ^%'  «  -^  5  -  ï  =  o  î 

et  si  le  point  [x^j)  est  Tintersection  de  deux  tangeiucs 
communes,  les  équations  (a)  et  (3)  donnent  les  mêmes 
valeurs  de  tangu;  elles  sont  identiques,  et  Ton  a 

B'/ï»6»  -h  «•  __  B^a»*»  "^  ^*  __       B'û^^'c' 

-L 1  -T— t 

b^  à' 

En  éliminant  B  entre  ces  deux  dernières  équations,  on 
trouve  pour  équation  du  lieu 

rt»A'(.r»-}- J*)'—  {a'  --  b')  {b^x^^  a^y^)  =  o. 


(467) 
Cette  équation  représente  une  courbe  fermée,  dont 
l'origine  est  un  point  double,  et  qui  est  entièrement  com- 

prise  entre  les  droites  -r  —  "7^  =  0  et  jc'  = —  • 


Question  897 

(voira*  série,  t.  VU,  p.  bbi); 

Par  m.  SGHLEGEL, 

Étudiant  en  Mathématiques  à  Berlin. 

1®  Soient  P  un  point  ^variable  d'une  courbe  plane 
donnée  {A),  O  un  point  fixe  et  Q  le  sommet  d'une 
hyperbole  équilatère  dont  le  centre  est  en  O  et  qui 
touche  la  courbe  donnée  en  P.  Montrer  que  la  tangente 
en  Q^  à  la  courbe  lieu  du  point  Qfait  av^ec  OQ  un 
angle  égal  à  celui  que  fait  OP  ai^ec  la  tangente  à  (A) 
en  P. 

a®  La  courbe  (B),  inverse  du  lieu  de  Q  par  rapport 
à  V origine  O,  sera  réciproque  à  la  courbe  donnée  ^ 
cest'à'dire  que  si  B  est  regardée  comme  donnée^  la 
courbe  primitive  (A)  en  dérivera  précisément  comme  (B) 
dérive  de  {A),  (W.  Robekts.) 

En  employant  les  coordonnées  polaires  et  en  prenant 
le  point  O  pour  pôle,  on  a  pour  l'équation  d'une  hyper- 
bole équilatère 

(i)  r2sin2((p  —  G)  =  a' 

OÙ  r  et  9  désignent  les  coordonnées^  0  Tangle  que  fait  l'axe 
polaire  avec  une  asymptote,  et  a  la  distance  du  sommet 
de  l'hyperbole  à  son  centre.  Les  sommets  de  l'hyperbole 

3o. 


(  468  ) 
ont  les  coordonnées 


et 


r=a. 


^=^^i 


6  et  a  sont  donc  deux  paramètres  variables  qui  sont  dé- 
terminés par  la  condition  que  la  courbe  (A)  et  Thyper- 
bole  se  touchent.  L'équation  de  la  courbe  (A)  étant 

(a)  /(^?)  =  o, 

Fangle  ^  que  fait  la  taugente  au  point  P(ri,  f  t)  satisfera 

à  Téquation 

I   </r, 
cot4/  =  — r-» 
r,  dff, 

Pour  l'hyperbole,  on  a  donc 

COtib  = ;—  =  —  C0t2(0|  —  ô). 

r,  rfy, 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
deux  courbes  se  touchent  est 

Cette  équation  donne  la  valeur  de  0.  On  ne  prend'qu'une 
valeur  correspondante  pour  a  dans  Téquation 

r;sin2(^,  —  G)=:fl% 

parce  que  nous  supposons  a  toujours  positif.  L'équation 
de  la  courbe  lieu  du  sommet  Q  s'obtient  donc  en  élimi- 


{469) 
nanl  Tj,  (p,,  a  et  6  entre  les  équations 

r  =  fl,     £7^=rj8ina(y,  —  G),     ^=pO-^^, 

col^(ç,  —  Ô;  =  —  -  ;t->     /(r,(p,)=:o. 

Il  en  résulte 

(3)  /^=r;cos2(y,-cp), 

(4)  «ang^l?. -?)  =  -^- 

En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  Téqua- 
tion  (3)  et  dififérentiant  par  rapport  à  (p  en  considérant  cpi 
comme  fonction  de  cp  on  trouve 

Cette  formule  donne,  en  ayant  égard  à  Téquation  (4)) 

i^\  i   dr  ^  i    dr, 

^^^  r  dff"  nd^r 

d'où  résulte  immédiatement  le  théorème  i^. 

On  obtient  Téqualion  de  la  courbe  (B)  en  substituant, 

dans  Téquation  de  la  courbe  lieu  du  sommet  Q,  à  r,  -*, 
il  s'ensuit 

Ii  =  r'rJcos2(y,  —  <p)     ou      i=i:r|r»cos2(^  —  f,) 
X  dr  ^  i  dr^ 
r  d^        r,  d(f 

#    N  /  »        ï    ^''i  ,  ^        i  dr 

(7)         ^^^g^^î'-l^i^-   ;^      ®"     tang2(^  — y,):=:-— . 

On  voit  que  les  équations  (6)  et  (7)  restent  les  mêmes 
si  Ton  change  r  en  r,,  9  en  (pi,  et  inversement.  Donc  la 


(470) 

courbe  (B)  sera  réciproque  à  la  courbe  donnée  (A)  dans 

le  sens  fixé. 

Note,  —  La  question  a  été,  de  même,  résolue  par  MM.  Doucet,  et  Jules 
LefebTre,  élève  à  TÉcole  Normale  supérieure. 


Question  898 

(Toir  a*  série,  t.  Vlll,  p.  «s); 

Par  m.  WILLIÈRE. 

On  donne  un  cercle  C  tangent  à  une  droite  D  en  0. 
D'un  point  M  de  la  circonférence  on  mène  MA  perpen- 
diculaire à  D,  et  l'on  prend  AB  =  AO.  On  joint  BM, 
et  Von  demande  Venueloppe  de  la  droite  BM  quand  le 
point  M  se  déplace  sur  la  circonférence.  Venueloppe 
cherchée  admet  trois  axes  de  symétrie  et  trois  points  de 
rehroussement  remarquables.  (H.  Brocard.) 

Je  prends  pour  axe  des  x  la  tangente  D  et  pour  aie 
des  j  le  diamètre  perpendiculaire;  l'équation  du  cercle 
sera 

et  celle  de  la  droite  BM 

(i)  x'jr  -^y*x  —  7.x'y'  z=zo. 

Les  coordonnées  x',  y'  étant  liées  par  la  relation 

(l)  .r"^-j"— 2Rr'  =  0, 

Téquation  (i)  donne 


Substituant  celle  Valeur  dans  l'équation  (a),  celle-ci  de- 


vient 


— ^ — —7-  -4   r'— 2Ry'=o 


(47»  ) 
ou 

4r"  --  4/'(r  -^-  2R)  -f-r'(«'  -<-r'  -♦-  8R/)  —  2Rj^'=  o. 

Pour  avoir  TeuTeloppe  demandée,  il  reste  à  éliminer jr' 
entre  cette  équation  et  Téquation  dérivée 

,2^'»  —  8r'(7--f- îR)  +  X» -f-/» -4- 8Br  =  o. 
ce  qui  donne  le  déterminant 

I  6  —  (jr-f-2R)  ofi^y^^SRx 

-8Cr  +  2R)   x'H-/«-4-8R7  6Rr»— (/-f-2R)(.r>-4-j^»-4-8Rr) 
j:'-4-r'-t-8Bj^         —  3Rr*  4Rj^»tr  +  2R) 

ou  Téquation 

-  4R»x'  -H  48R»/»  —  64 R>/  =  o. 

Prenons  les  dérivées  par  rapport  k  x  el  ay,  nous  au- 
rons les  équations 

(3)  I  ^  =  .r(««-t-j»-hiorRj--2R»)  =  o, 

(4)  I  ^=j»-*-x>7-f-5Rx'  — 9Rj'-^24R»r— i6R»=ro. 

La  première  donne  immédiatement  x=  o;  cette  va- 
leur, substituée  dans  la  seconde,  fournit  Téquation  du 
troisième  degré  en  y 

X'  —  gKx'  +  MK'X  —  i6R'  =  o, 

qui  est  satisfaite  pour  j^  =  4R9  d'ailleurs  l'équation  de 
Tenveloppe  est  aussi  satisfaite  pour  a:  =  o,  j^  =  4R  9  et 
pour  toute  valeur  de  j^  plus  grande  que  4Rv elle  donne 
pour  X  des  valeurs  imaginaires*,  donc  Tenveloppe  a  un 
point  de  rebroussement  sur  Taxe  desj^,  qui  est  un  axe 
de  symétrie,  puisque  Téquatiou  ne  renferme  que  des 
puissances  paires  de  x. 


=  o 


L'équation  (3)  donne  encore 

x>  =  2R»  —  7' —  loRj^; 

substituant  cette  valeur  de  x'  dans  Téquation  (4),  il 
vient 

4r>-f-4Rjr4-R»  =  o 


on 
d'où 

et,  par  suite, 


(2r-*.R)^  =  o, 


R 


7^- 


Ces  valeurs  vérifient  aussi  l'équation  de  la  courbe: 
donc  elles  représentent  les  coordonnées  de  deux  autres 
points  de  rebroussement,  situés  sur  les  axes  de  symétrie  : 

L'enveloppe  touche  le  cercle  (C)  en  trois  points,  qui 
sont  les  sommets  du  triangle  équilatéral  inscrit.  Les  hau- 
teurs de  ce  triangle  sont  les  trois  axes  de  symétrie. 

Noie.  —  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Brocard,  H.  JtoaseD, 
C.  Despinoy,  Guébhard,  Cahen,  Jasseron,  Kiepert,  Millasseau. 

GORRESPONHANGB. 


1.  Un  abonné  nous  a  écrit,  il  y  a  déjà  quelque 
temps  (*),  pour  savoir  où  Ton  trouve  la  démonstration 
de  la  proposition  suivante,  attribuée  à  Joàchimstal  : 

(*)  Il  aurait  reçu  plus  ti>t  notre  réponse,  s'il  nous  avait  fait  connaître 
&on  nom  et  sa  demeure. 


(  473  ) 
Si  l'on  fait  passer  une  circonférence  par  les  pieds 
de  trois  quelconques  des  quatre  normales  menées  d*un 
point  à  une  ellipse,  le  quatrième  point  commun  aux 
deux  courbes  sera  diamétralement  opposé  y  sur  V  ellipse  y 
au  pied  de  la  quatrième  normale. 

Ce  théorème  a  été  démontré  dans  les  Nouvelles 
Annales  (t.  VI,  p.  24*»  *"*  série).  Nous  en  donne- 
rons ici  une  autre  démonstration  fondée  sur  cette  re- 
marque qu'ï7  est  toujours  possible  de  faire  passer  une 
circonférence  par  les  quatre  points  communs  à  deux 
lignes  du  second  degré  représentéeSy  en  coordonnées 
rectangulaires  y  par  des  équations  privées  du  rectangle 
des  ^variables, 

C^est  ce  qui  résulte  d'un  calcul  très-rsimple;  car,  si  les 
deux  lignes  considérées  ont  pour  équations 

Aa:»H-C/'-f-D  x-h. .  .=zo, 
A'x»-+-  C'^-hD'x  -h. .  .=  o, 

toute  conique  passant  par  leurs  quatre  points  d'intersec- 
tion aura,  comme  on  sait,  une  équation  de  la  forme 

( A' —  XA)x»-^  (C  —  XC}7>-f- (D  —  Xiy)«r -+-...=  o, 

et  inversement,  quelle  que  soit  la  valeur  de  X  :  Téquation 
précédente  est  celle  d'une  conique  passant  par  les  quatre 
points  communs  aux  deux  premières  lignes. 

Or,  en  disposant  de  l'indéterminée  "k  de  manière  que 
A' — 1A  =  C' — AC  (*),  celte  équation  représente  une 
circonférence. 


(*)  L'égalité  A'— AA  =  C'— AC  donne  A  = pr »  valeur  réelle,  et 

A  — ■  VI 

qui  est  finie;  car,  si  l'on  avait  A  ~  C  =  0,  Tune  des  deux  lignes  données 
bcrail  uno  circonférence,  et,  dans  ce  cas,  il  n*y  a  pas  lieu  à  démons- 
tration. 


(474) 

Revenons  maintenant  au  théorème  de  Joachimstal. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  des  quatre  normales  me- 
nées d'un  point  P  à  une  ellipse;  O  le  centre  de  cette 
courbe,  et  ay-hA*a;' — a*i*=o,  son  équation,  en 
coordonnées  rectangulaires. 

De  Tun  quelconque  des  points  A ,  B,  C,  D,  par  exem- 
ple du  point  D,  on  mène  le  diamètre  DOD';  et  il  s'agit 
de  faire  voir  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D'  appartien- 
nent à  une  même  circonférence. 

A  cet  effet,  nommons  a,  6  les  coordonnées  du  point  P, 
et  Xj  y  celles  du  pied  de  Tune  des  normales  menées  du 
point  P  à  Tellipsc.  Nous  aurons 


(1) 

tf'j^'H-6»jr»— £i»é»»=0, 

(^) 

c'xj-h  h^^x  —  a}9^y  =  o. 

en  posant 

et  par  suite  Téquation 

(3)     fl'j'  -f-  h^x'-irXcyxy  -h  >  h^^x  —  Xd'o.j  —  a'^'  =  0, 

OÙ  X  désigne  une  racine  de  Téquation  du  troisième  degré 
r|ui  détermine  les  trois  systèmes  de  deux  droites  passant 
par  les  points  A,  B,  C,  D. 

En  prenant  pour  \  la  racine  correspondant  au  système 
des  deux  droites  AD,  BC,  il  suffira  pour  déterminer  les 
coefficients  angulaires  m  et  m'  de  ces  droites,  d'égaler  â 
zéro  les  termes  du  second  degré  de  l'équation  (3),  et  de 

résoudre  l'équation  résultante,  par  rapport  à  -',  on  a 
donc  évidemment 

mm  —z  — , 

égalité  qui  montre  que  le  produit  des  coeflicicnts  angu- 
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laires  des  deux  droites  AD,  BC  est  indépendant  de  la  po- 
sition du  point  P,  et  qu'il  reste  le  même  pour  chacun  des 
trois  systèmes  de  deux  droites  passant  par  les  points 
A,  6,  C,  D,  pieds  des  quatre  normales  menées  du  point  P 
à  Tellipse. 

En  désignant  par  rvl'  le  coefficient  angulaire  de  la 
corde  AD',  supplémentaire  de  AD,  on  aura 

mm  =-~; 

donc 

m''  =  '-m\ 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  angulaires  des  cordes  AD' 
et  BC  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Il  en  résulte 
que  la  ligne  du  second  degré  composée  de  ces  deux  cordes 
est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(y  —  /H'*  —  tï*)[y  -h  m'x  — «")  =  o, 

qui  est  indépendante  du  rectangle  des  variables.  Or,  il 
en  est  de  même  de  Téquation  de  Tellipse 

par  conséquent,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D',  communs 
à  ces  deux  lignes,  appartiennent  à  une  même  drconfé- 
rence.  C'est  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Lorsque  Ton  connaît  deux  des  quatre  normales  menées 
d'un  point  à  Tellipse,  il  est  facile  d'obtenir  les  deux  au- 
tres. Car,  en  considérant  toujours  l'équation  (3)  comme 
représentant  l'un  des  systèmes  de  deux  droites  qui  ren- 
contrent la  courbe  aux  points  A,  B,  C,  D,  on  voit  que  le 
produit  des  distances  du  centre  de  l'ellipse  aux  points  où 
ces  droites  coupent  le  grand  axe  na  est  égal  à  —  a',  et 
que  le  produit  des  distances  de  ce  centre  aux  points  d^in- 
tersection  des  mêmes  droites  et  du  second  axe  2b  r  pour 


(476) 
valeur  —  b^.  Ainsi,  lorsqu'une  des  droites  sera  donnée, 
on  obtiendra  immédiatement  Tautre  en  déterminant  ses 
points  d'intersection  avec  les  deux  axes  de  Tellipse. 

2.  Nous  devons  à  l'obligeance  de  l'un  de  nos  lecteon 
une  rectification  qui  n'est  pas  sans  importance  :  la  dé- 
monstration qu'on  a  donnée  (a^  série,  t.  VU,  p.  a4o)  du 
théorème  énoncé  sous  le  n°  61  est  incomplète.  C'est  donc 
à  tort  que  dans  la  Table  des  Matières  du  tome  VII 
(année  i868),  la  question  61  a  été  placée  au  nombre  des 
questions  résolues. 

3.  Une  solution  géométrique  et  très-exacte  de  la  ques- 
tion 905  nous  a  été  adressée  en  avril  dernier  par  M.  Mas 
(François) y  élève  au  lycée  de  Toulouse;  c'est  par  oubli 
que  la  solution  de  M.  Mas  n'a  pas  été  mentionnée  dans 
le  numéro  de  mai,  p.  238.  Nous  avons  a  réparer  une 
omission  semblable  à  Tégard  de  M.  Demartres^  à  Mézin, 
et  de  M.  Guébhard^  étudiant  en  médecine,  pour  lears 
solutions  des  questions  902  et  901.  Enfin,  la  même  ré- 
paration est  due  à  M.  Netto,  étudiant  en  Mathématiques 
à  Berlin,  qui  a  résolu  la  question  930. 

4.  Un  Professeur,  ami  du  progrès  et  de  la  clarté^  ex- 
prime le  regret  de  n'avoir  pas  suffisamment  compris  plu* 
sieurs  des  articles  insérés  dans  les  Nouvelles  jinnaleSy  et 
notamment  ceux  qui  concernent  la  métaphysique  du 
calcul  des  expressions  négatives  et  imaginaires.  Il  dé- 
sirerait plus  de  développements  sur  ce  sujet.  Pour  ré- 
pondre à  ce  désir,  nous  ne  croyons  pouvoir  mieux  faire 
que  de  conseiller  la  lecture  de  l'ouvrage  intitulé  :  Des 
formes  imaginaires  en  algèbre,-  leur  interprétation  en 
abstrait  et  en  concret^  par  M.  F.  Vallès,  Inspecteur 
général  honoraire  des  Ponts  et  Chaussées,  Membre  des 
Académies  de  Laon  et  de  Cherbourg. 
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L'Auteur  à,  dans  3oo  pages  d'impression,  donné  à  ses 
idées  sur  cette  matière  tout  le  développement  qu'il  est 
possible  de  désirer.  (G.) 
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par  François  Viète;  Traduit  par  M.  F.  Riiter, 

SzPTEMBEB.  —  Intorno  alla  vita  e  agli  scritti  di  Wolfgang  e 
Giovanni  Bolyai  di  Bolya,  matematici  ungheresi.  Nota  del 
Dott.  Angelo  Forti. 

Compléments  de  Géométrie  fondés  sur  la  perspective,  for- 
mant suite  à  tous  les  traités  de  Géométrie  élémentaire,  par 
M.  Poudra  y  officier  supérieur  d*état-major,  en  retraite. 

Catalogue  des  travaux  de  M.  Noel-Germinal  Pondra. 

Octobre  et  Novembre  (voir  le  numéro  de  juin  des  Nouvelles 
Annales), 

DicEMBRE.  —  Sulla  epistola  di  Pietro  Peregrinodi  Maricourt, 
e  sopra  alcuni  trovati  e  teorie  magnetiche  del  secolo  xni.  Me- 
moria  seconda  del  P.  />.  Timoteo  BerteUi  Barnabita.  (Fine.) 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Tome  II  (1869). 
Janvier.  —  La  vie  et  les  travaux  du  Baron  Cauchy,  Membre 
de  r  Académie  des  Sciences,  par  C.-A.  Valson,  professeur  à  la 
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Faculté  des  Sciences  de  Grenoble,  avec  une  Préface  de  M.  Her- 
mite,  Membre  de  rAcadémie  des  Sciences,  etc.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  imprimeur-libraire  du  Bureau  des  Longitudes»  de  TÉcole 
impériale  Polytechnique,  quai  des  Augustins,  55.  D.-B.  Bon- 
compagni, 

FiraiEE.  —  La  vie  et  les  travaux  du  Baron  Cauchj,  etc. 
D,^£.  Boncompagni,  (Suite  et  fin.) 

Maes.  —  Intomo  alla  vita  e  agli  scritti  di  Francesco  Woepcke. 
Nota  di  Eniico  Narducci. 

Ces  différents  cahiers  renferment  de  précieux  documents 
historiques.  Nous  n^hésitons  pas  à  dire  qu'une  semblable  publi- 
cation est  un  nouveau  service  rendu  à  la  science  par  le  Prince 
Boncompagni.  (  G. } 


BRRATA. 


Page  407 >  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  va  paraître,  Usez 
a  paru  au  commencement  de  1868. 

»     4^7       »     2  en  remontant,  au  lieu  de'E*{-\  »  lisez  E  ( -  )  • 

»        4^  ■        6,ÛI«//ca//tfN„_,_(a-l)r.y-l,/'J^2N;_,_(^,)y,,-,. 

»     4oQ       »     ligne  dernière,  au  lieu  de 9  Usez • 


QUBSTIONS. 


957.  On  décrit  sur  une  droite  AB,  comme  diamètre, 
une  demi-circonférence  AMB,  et  de  l'autre  côté  de  la 
droite  AB  un  rectangle  ABB'A',  ayant  pour  base  AB,  et 
pour  hauteur  une  droite  BB'  égale  au  côté  du  carré  inscrit 
dans  le  cercle  dont  AB  est  le  diamètre  ;  puis  d'un  point  M 
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pris  arbitrairement  sur  la  demi -circonférence  AMB,  on 
mène  aux  deux  sommets  A',  B'  du  rectangle  les  droites 
MA',  MB',  qui  coupent  le  diamètre  AB  en  des  points  G,  D. 

Démontrer  que  AD*  -f-  BC*  =  AB  .  (Euler.) 

958.  Faire  passer  par  un  point  une  circonférence  qui 
coupe  sous  des  angles  donnés  deux  circonférences  données. 

Détermination  graphique  du  centre  et  du  rayon  de  la 
circonférence  cherchée. 

Nombre  des  solutions  du  problème. 

959.  Une  ellipse  de  grandeur  constante  se  déplace  en 
restant  toujours  tangente  à  une  droite  fixe  H  AD  en  un 
point  déterminé  A.  Dans  chacune  de  ses  positions,  on  lui 
circonscrit  un  rectangle  HDCF  ayant  sa  base  sur  HAD. 
Trouver  le  lieu  géométrique  : 

1°  Des  foyers  5 
a°  Du  centre  ; 

3^  Des  sommets  C,  F  du  rectangle  circonscrit; 
4^  Des  points  de  contact  E,  B,  G  de  ses  côtés  avec 
Tellipse  -, 

5^  La  courbe  enveloppe  du  grand  axe. 

(B&OCÀKD.) 

960.  On  a  deux  surfaces  homofocales  du  second  degré 
A  et  B  ;  en  deux  poinU  M  et  M'  de  la  première  on  mène 
les  normales  qui  rencontrent  la  seconde  en  quatre 
points.  Démontrer  que  le  plan  mené  par  le  milieu  de 
la  corde  MM^,  et  perpendiculairement  à  cette  corde, 
passe  par  le  milieu  de  Tune  des  cordes  qui  joignent  les 
points  d'intersection  des  normales  avec  la  seconde  sur- 
face. (Laguerke.) 
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PROPRIÉTÉS  ROnVBLLES  US  RIAHKTRBS  CONJUGUÉS 
DE  L'ELLIPSE  ET  DE  L'HYPERBOLE; 

Par  Georges  DOSTOH, 

Docteur  es  Sciences. 


1 .  Considérons  les  équations 

dç  Tellipse  çt  de  l'hyperbole  rapportées  à  leur  centre  O 
et  à  leurs  axes;  et  soient  F,  F^  leurs  foyers.  Appe- 
lons X,  y  les  coordonnées  d^un  point  M  de  ces  courbes; 
p  le  rayon  central  OM  qui  aboutit  au  point  M;  r,  r'  les 
rayons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  au  même  point: 
et  2if  Tangle  compris  entre  ces  rayons  vecteurs.  Dési- 
gnons, en  outre,  par  2C  la  distance  focale  FF^  de  sorte 
que 

2.  Dans  le  triangle  MFF',  la  droite  MO  est  la  mé- 
diane sur  le  côté  FF';  par  conséquent^  nous  avons 

4p'=H-+-r''-f-  2r/''co52ç, 


(a) 

ou,  en  remplaçant  cos2Gp  par  cos^o  —  sin'ç  et  en  multi- 
pliant r*4-r"  par  sin*yH-cos*ç  =1, 

4p»=:(r'-t-  r)'cos* ?-+-(/•'—  r)»sin'ç, 


^    '  \  4tf»~  (/•'—  r)»cos>  H-  (r'  -h  /•)  sin*®, 

puis,  en  observant  que 

r'-t-r=2a,  I  r'—  r=:7.a^ 

(II) 

(  4p'  =  4û'cos^? -»-(/•'- r)^sin>,  I  4p'=  4«'  sin*<p  -♦-  [r'-h  r)'cos»<p, 

I  4c'  =  4fl'sin*ç-*-  (r'— r)^cos'<p.  |  4c'=  4a'cos'<p  -h  (r'  -4-  r)'sin'<p. 

itiiR.  de  Hatkétnat.,  2*  série,  t.  VIII.  (Novembre  1869.)         3l 
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3.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  ces  relations. 
Dans  la  première  des  égalités  (a),  remplaçons  cosat;^ 
d'abord  par  i  —  a  sin'f ,  puis  par  a  cos*ç  —  i  ;  cl,  dans 
la  seconde,  cosaf  d^ abord  par  acos'^  —  i,  puis  par 
1  —  asin'f  :  nous  obtenons 


((II) 


c^=  a^-h  rr'sin*». 


4.  Ajoutons  ces  équations,  de  part  et  d'autre,  membre 
à  membre,  nous  trouvons 


I 


p'-h  c'=  2rt*—  rr'; 

en  observant  que 

fl»-c»=^>,  I 

on  voit  que  ces  relations  reviennent  à 


p»-f-  c'=  a/1'4-  r/'j 


:»-f'=-- 


(IV)     p^=fl»-f-^*-rr'. 

THéOEÈMB  I.  —  Dans  toute  el- 
lipse, le  carré  d'un  rayon  central 
est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  demi-axes,  diminuée  du  pro- 
duit des  rayons  vecteurs  qui  abou- 
tissent à  son  extrémité. 


p^=a'--b'-hrr\ 

THBORànE  I.  --  Dans  toute  hy 
perbole,  le  carré  d'un  rayon  cen- 
tral est  égal  à  la  différence  des 
carrés  des  demi-axes,  augmentée 
du  produit  des  rayons  vecteurs 
qui  aboutissent  à  son  extrémité. 


5.  Les  secondes  des  égalités  (III)  donnent 

(V) 

V     ''''  \lrr* 


jtang» 


y/rr'  —  b'       y/a'—p' 
^— ï =  — ZT-' 


V      rr'         ^rr' 
tan     =  -_L=  =      * 
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pour  le  demi-augle  des  rayons  vecteurs  en  valeurs  de  ces 
rayons,  des  demi-axes  et  du  rayon  central. 

6.  L'inclinaison  F  du  rayon  vecteur  FM  est  le  sup- 
plément de  Tangle  en  F  du  triangle  MFF';  par  consé- 
quent, si  nous  faisons  r-^r'-^  ac=  ap,  nous  aurons 


tang 
d'où  nous  tirons 


(/;  — 2c)(/>--r^) 


(3) 


tang- F 


lang  -  F 


— ^î — ,     tang  -  F  tang  -  F'  =  ^ ^ . 


Suivant  que  la  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
on  a 


/-h  r=  aa, 
p            r'-h  r-h  ic       a-i-c 

p—  r  ^  ^c  -h  r'—r~~  c -h  a 

tangi  F  tangiF'= ''""''. 
^2          ^2  •        c-ha 

'"'    ^ir,   — 

TBioBÂMB  II.  —  Dans  toute 
ellipse,  le  quotient  des  tangentes 
des  demi-angles  que  font  avec  le 
grand  axe  les  rayons  vecteurs 
d^un  point  de  la  courbe  est  égal 
au  rapport  de  la  somme  du  grand 
axe  et  de  la  distance  focale  à 
leur  différence. 


Théorème  II.  —  Dans  toute  hy- 
perbole, le  produit  des  tangentes 
des  demi-angles  que  font  avec 
Vaxe  transverse  les  rayons  vec- 
teurs d*un  point  de  la  courbe  est 
égal  au  rapport  de  la  différence 
de  la  distance  focale  et  de  Paxt 
transverse  à  leur  somme. 


7.  Admettons  que  le  point  M  soit  situé  dans  l'angle 

3i.. 
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des  X  ei^  positifs;  nous  avons 

si  nous  combinons  cette  équation  successivement  avec 
chacune  des  équations  (i)  de  nos  coniques  à  centre,  nous 
trouvons,  en  ayant  égard  aux  relations  (IV), 

(Vil) 


Telles  sont  les  coordonnées  du  point  M  de  Tellipse  et 
de  rhyperbole  en  valeur  des  demi -axes,  de  la  demi-dis- 
tance focale  et  du  rayon  central  ou  des  rayons  vecteurs. 

Si  le  point  M  de  la  courbe  était  situé  dans  Tun  des  trois 
autres  angles  des  axes,  on  prendrait  chaque  radical  avec 
le  signe  convenable,  H-  ou  — . 

8.  Représentons  par  a/»i  le  diamètre  conjugué  de  2p 
dans  Tellipse,  ou  le  diamètre  qui,  dans  l'hyperbole  con- 
juguée 

(4)  a^y*--b'x^=za*b^ 

de  l'hyperbole  (i),  correspond  au  diamètre  iip  dans  cette 
dernière.  Soient  x^  y^  les  coordonnées  de  Textrémité  su- 
périeure Ml  du  diamètre  'xp^'t^u  ^',  l^s  rayons  vecteurs 
qui  aboutissent  en  M|,  et  aft  l'angle  compris  entre  ces 
rayons.  Nous  avons  ainsi 


(vni) 


pî  =  «'-'-/iSinY, 


(IX)       pî  =  a^+A'-r/,; 
(X) 


r.=-îv^?FF=->^-r/., 


(/.=  -v/?^=-v/vV^^' 


p;=^'- 


■ry.cos'f» 
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9.  On  sait  que 

(5)       p'-i-pj  =  «»-f.6', 

d  où  l'on  tire 


p'«p5  =  «^~^% 


a^-h" 


comparant  ces  expressions  aux  valeurs  (IV),  on  obtient 
pour  l'ellipse  et  pour  Thyperbole 


(XI) 


pî  =  rr\ ,     et  de  même     p*=  r,  r\ . 


Théorème  III.  —  Dans  Vellipse  et  dans  rhyperbole, 
tout  demi' diamètre  est  moyen  proportionnel  entre  les 
deux  rayons  vecteurs  gui  aboutissent  à  r  extrémité  de 
son  conjugué. 

Pour  l'hyperbole,  les  deux  rayons  vecteurs  r^,  r\  par- 
tent toujours  des  foyers  de  la  conjuguée  et  aboutissent 
à  Textrémité  du  diamètre  2pi  dans  cette  dernière. 

10.  Si  nous  ajoutons,  puis  retranchons,  les  égalités  (XI) 
et  que  nous  comparions  les  résultats  aux  relations  (5), 
nous  obtiendrons 


(XII)  a'-i-b'=rr'-hr,/^, 

Théorbub  IV.  —  La  somme 
fies  carrés  des  deux  demi-axes 
fVune  ellipse  est  égale  à  la  somme 
des  produits  des  rayons  vecteurs 
qui  aboutissent  aux  extrémités  de 
deux  diamètres  conjugités  quel- 
conques. 


a'^b'=ry^-^rr'. 

Théorbme  IV.  —  La  différence 
des  carrés  des  deux  demi-axes 
d'une  hyperbole  est  égale  à  la 
différence  des  produits  des  rayons 
vecteurs  qui  aboutissent  aux  ex- 
trémités de  deux  diamètres  con^ 
jugués  quelconques. 


1 1 .  Ces  dernières  relations  nous  donnent 

^a^-^-^rr'=^^b*-^ir^r\\ 
=r  4«  —  \o  ; 
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or 

=  {r'-ry; 

=  ('•.-''.)'; 

donc  il  vient 

(Xni)  (^'-^)»^(r.-/.)'  =  4c^ 

THioRàMB  V.  —  Dans  l'ellipse j 
la  somme  des  carrés  des  diffé- 
rences des  rayons  vecteurs  menés 
aux  extrémités  de  deux  diamè- 
tres conjugués  est  constante  et 
égale  au  carré  de  la  (Ustance 
focale. 


=  [f'^r]\ 
4^'4-4/-./.  =  (r'.-r.)'H-4r.r'. 


r-t-  7^=  r, -h/,. 

Trâorbiie  V ,  —  Dans  deux  hy- 
perboles conjuguées j  les  sommes 
des  rayons  vecteurs  menés  aux 
extrémités  de  deux  diamètres  con- 
jugués sont  égales  entre  elles. 


12.  Les  valeurs  (XI)  changent  les  expressions  des  coor- 
données (X)  dans  les  suivantes  : 


(6) 


L^.=-^^ï^?^^=^=-^^«'-p', 


(j.=  ^v/S^3TP=^v/p:rF. 


'      c  '  c    * 


G>mparons  les  expressions  de  ces  coordonnées  aux 
valeurs  (VU)  des  coordonnées  du  point  M;  nous  en  dé- 
duisons de  suite 


XIV) 


\b 


f-î^     o\ 
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d'où  nous  tirons  les  relations 

à^jrjr^  ■+■  6' XX,  =  o, 


fl'jr/i  —  ^'xx,  =  o. 


6'  6^    ■" 


dont  rinterprëtation  géométrique  est  facile. 

13.  Les  égalités  (XIV)  nous  donnent  encore,  en  éle- 
vant au  carré,  en  ajoutant  d'une  part  en  croix,  et  en  re- 
tranchant en  croix  d'autre  part, 

b^^  b'  "  ' 

ou  bien 

j:'  -h  xj  =  a', 

TaioBÀME  W^—Dans  VeWpse  : 
\^  la  somme  des  carrés  (tes  ab- 
scisses de  deux  points  conjugués 
est  constante  et  égale  au  carré 
du  demi-grand  axe;  2®  la  somme 
des  carrés  des  ordonnées  des  mê- 
mes points  est  aussi  constante  et 
égale  au  carré  du  demi'petit  axe. 


(XV) 


y-y,  =  ti'. 

TuÉORÈMB  VI.  —  Dans  deux  kjr- 
perboles  conjuguées:  i*^  la  somme 
des  carrés  des  abscisses  de  deux 
points  conjugués  est  constante  et 
égale  au  carré  élu  demi-axe  trans- 
verse  de  la  première  hyperbole; 
a"  la  somme  des  carrés  des  ordon- 
nées des  mêmes  points  est  aussi 
constante  et  égaie  au  carré  du 
demi-axe  transverse  de  l'autrç 
hyperbole. 


14.  Nous  avons,  de  même  qu'au  n°  5, 


(XVII)    {    siny, 


b         b 

€00?,=  --===-, 


v7 


lang?.  =  ^^^—  5 


sin?,  =  -, 
P 


cos  «p,  =  — •- , 

P 

tangy,  = 


V7-^' 
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et,  comme  nous  avons  déjà  vu  au  u^  5  que 


(XVIU) 


COS<p 

=F.' 

8in<p 

p. 

_£ 

ano  m 

_^«^- 

■e' 

sm  Q»  =  -  ? 

P. 


cos?=  -»- î 

p. 

A 

lang(p  = 


^/p'-«^ 


nous  trouvons,  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  la  relation 

(XIX) 


COSf  2p 

COS^i  2p, 


Théorème  VII.  —  Dans  VelUpse,  ainsi  que  dans  deux 
hyperboles  conjuguées,  deux  diamètres  conjugués  sont 
entre  eux  comme  les  cosinus  des  demi-angles  que  com- 
prennent les  rayons  ^vecteurs  menés  à  leurs  extrémités. 


15.  Nous  obtenons  ensuite 


(XX) 


pfsin'f  H- p*sin'<p,  =  c*. 


tang'f-htang»«P,  =  j5* 


siny  _  ap 

siny,  ~  âp^ 

tango  _  2^ 

tangy,  ~  art 


2<7 


Théorème  VIII.  —  Dans  V ellipse,  la  somtne  des  carrés 
des  tangentes  des  demi^angles  que  font  entre  eux  les 
rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités  de  deux  dia- 
mètres  conjugués  est  constante,  et  égale  le  rapport  du 
carré  de  la  distance  focale  au  carré  du  petit  axe. 

Théorème  IX.  —  Dans  deux  hyperboles  conjuguées, 
le  rapport  de  deux  diamètres  conjugués,  divisé  par  le 
rapport  des  axes  transyerscs,  est  égal  au  rapport  des 
sinus  des  demi-angles  que  comprennent  les  rayons  vec- 
teurs  menés  aux  extrémités  de  ces  tliamètres. 


Théorème  X.  —  Dans  deux  hyperboles  conjuguées, 
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les  deux  axes  transuerses  sont  réciproquement  propor-- 
tionnels  aux  tangentes  des  demi-angles  que  compren- 
nent  les  rayons  vecteurs  de  deux  points  conjugués. 

16.  Appelons  V  Tangle  aigu  compris  entre  les  dia- 
mètres conjugués  2pf  2jOi.  On  sait  que 

(7)  pp,sinV  =  a6; 

or  les  formules  (XVI)  et  (XVII)  donnent 

(8)  ô*— pp,  ces «pcos?,;  I  «^  =x  pp,  sinf  sin<p,  ; 
substituant  les  valeurs  (8)  dans  (7),  on  trouve 


(XXI)     siD  V  =  T  C06«p  008^,. 

Théorème  XI.  —  Dans  toute 
ellipsCj  le  sinus  de  l^angle  com- 
pris entre  deux  diamètres  conj'u- 


sinV  =  siof  8inf,. 

Thborèue  XI.  —  Dans  deux 
hyperboles  conjuguées,  le  si  mu  de 
Vangle  compris  entre  deux  dio- 


gués  est  égal  au   rapport  des  mètres  conjugues  est  égal  au  pro- 
axes  multiplié  par  le  produit  des  duit  des  sinus  des  demi-angles 


cosinus  des  demi-angles  que  com- 
prennent les  rayons  vecteurs  me- 
nés aux  extrémités  de  ces  dia- 
mètres. 


que  comprennent  les  rayons  vec^ 
teurs  menés  aux  extrémités  de 
ces  diamètres. 


17.  Nous  obtenons  ensuite,  par  Tégalité  (7), 


cosV  = 


ou,  en  remplaçant  p]  par  ses  valeurs  tirées  des  rela- 
tions (5), 


cosV  = 


??i 


"*  pp. 

d'où  il  nous  vient,  en  ayant  égard  aux  formules  (XVII) 


ci(XMll), 
(xxir)  cosV: 
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sin^sin^,. 


cosV  =  - 


_yff^^' 


_  COSf  COSf ,. 


Théorème  XII,  —  Dans  toute  ellipse^  le  cosinus  de 
l'angle  aigu  compris  entre  deux  diamètres  conjugués 
est  égal  au  produit  des  sinus  des  demi-sangles  que  com- 
prennent les  rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités  de 
ces  diamètres. 

18.  Si  nous  divisons  (XXI)  par  (XXII),  nous  aurons 

tang  V  =  ^f tangf  lang^,. 


(XXIII)  tangVtangtptangr,  =! 


Théorème  XIII.  —  Dans  toute  ellipse^  si  Von  multiplie 
entre  elles  les  tangentes  des  trois  angles  que  forment 
entre  eux  d* abord  deux  diamètres  conjugués^  puis  les 
rayons  vecteurs  de  leurs  extrémités  av^ec  les  normales 
correspondantes,  on  obtient  un  produit  constant  et  égal 
au  rapport  des  axes, 

19.  Les  abscisses  d'un  point  de  l'ellipse  et  de  Thyper- 
bole  peuvent  aussi  s'exprimer  en  valeur  des  rayons  veo 
leurs  qui  y  aboutissent,  et  les  ordonnées  en  valeur  de 
l'angle  compris  entre  ces  rayons  vecteurs. 

i^  En  eflet,  on  a 


~.        4 

(r'4>r)»-4rr'      (r'-r)' 

- — 4 — ^~r"' 

4 

-  1  -      -4-' 


^rr' 


(r'^r)'-h4rr'      (Z+r')* 


4 


4 


Ah' 


(^-^^.)^ 


(491  ) 
substituant  dans  les  valeurs  (III)  et  (X),  on  trouic 


(XXIV) 


JC  = =  — : -> 

'ic  ^c 


Q?  Les  formules  (Y)  et  (XVII)  donnent 


p»-^»=^>taVy.;. 


mettant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (VQ)  et  (6),  on 
obtient 


(XXV) 


\y'=z  tang?, 


/,  =  -r  tangua,  ; 


y=  -col», 


20.  Supposons  que  les  deux  diamètres  conjugués  de 
Tellipse  soient  égaux;  dans  ce  cas  p  =  p',  et,  d'après  (XI)» 


(XXVI) 


rr'  =z  tiT  ^=: 


«2-+  b' 


Théoe^me  XIV .  —  Dans  VelUpse^  le  produit  des  rayons 
'Vecteurs  qui  aboutissent  à  V  extrémité  de  F  un  des  dia* 
mètres  conjugués  égaux  est  constant  et  égal  à  la  denu- 
somme  des  carrés  des  demi-axes. 

21.  Puisque  r-h '''=  n  4- '',==  ^^^  on  a,  en  vertu 
de  (XXVI) 

(r-*-r')^~4rr'=r(r,4-r',)'~4r./, 


(•)  On  trouve 


X,  =-cot9,,     j\. 


A(r'.«-  r]) 

4c 


(49>) 
ou 

ce  qui  change  la  relation  (XIII)  dans  la  suivante 

(XXVII)  /•' ^  r  =  r.  —  /,  =  c  s^Z, 

Théorème  XV.  —  Dans  l'ellipse^  le  différence  des 
rayons  vecteurs  qui  aboutissent  à  F  extrémité  de  Vun  des 
diamètres  conjugués  égaux  est  égale  au  côté  du  carré 
inscrit  dans  le  cercle  qui  a  la  distance  focale  pour  dia- 
mètre, 

23.  On  trouve,  pour  ces  rayons  vecteurs,  les  valeurs, 

(XXVIII)  r'=fl-+--4,      ;.=:«—  JL. 

23.  Si  r hyperbole  est  équilatèœ,  c'est-à-dire  si  a  =  i, 
il  viendra  c=iayj^^  p^z=zrr\  sincp=  -»  puis 

c  c 

i  fi    I — ■ a    , 

f  j  =1  ^,  =  -  )Jrr^  —  o»  =3  _  y^p2  — .  a». 

Théorème  XVI.  —  Dans  V hyperbole  équilatère,  tout 
rayon  central  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  qui  y  aboutissent, 

HOMOGRAPHIE  ET  PERSPECTIVE, 

Par  m.  HOUSEL. 


I.  Nous  nous  proposons  de  démontrer  par  le  calcul 
que,  dans  un  plan  et  dans  l'espace,  deux  figures  homo- 
graphiques  sont  deux  figotes   perspectives  dont  on  a 
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changé  la  position  sans  altérer  la  forme.  Pour  cela,  nous 
passerons  par  rintermédiaire  de  Thomologie. 

Quand  il  ne  s'agit  que  de  géométrie  plane,  on  sait 
que  deux  figures  homologiques  reviennent  à  deux  figures 
perspectives;  ainsi  nous  avons  seulement  a  comparer 
r homographie  à  Thomologie. 

Deux  figures  homographiques  étant  définies  analyti* 
quement  par  les  relations  connues 

_  ax'  -j-  br'  -^  c  _  a'.r'+  b'r'-frc' 

il  faut  faire  voir  que  Ton  peut  toujours,  en  déplaçant 
ces  figures  sans  les  déformer,  les  disposer  de  manière 
qu'elles  soient  homologiques,  et  trouver  les  éléments  de 
Thomologie. 

II.  Pour  cela,  nous  transporterons  la  première  figure 
(x', /')  parallèlement  à  elle-même,  c'est-à-dire  sans 
rotation,  ce  qui  donne 

Au  contraire,  nous  ferons  tourner  l'autre,  sans  trans- 
lation, d'un  angle  co  autour  de  l'origine.  Comme  les  axes 
sont  rectangulaires,  on  trouve 

«  jr, -f- ^r,  H- rt A -h  3B -f- c 
X  =i\  cos»  —  )i  sm  6>  = 


y  =  Ç  sino»  -h  ïj  cosw  = 


OLXy  4-  p/i  -f-  aA  -+-  PB  -h  I 
a'x,  -h  b'xy  H-  a'A  +  ^'B  +  c' 
aJT, -+- p/,  4- a  A  H- pB -f- I 


et  Ton  demande  d'établir  Thomologie  entre  les  figures 
représentées  par  les  coordonnées  Xi  et  j  i,  ^  et  y;. 
On  posera  donc 

X,  —  j:«  ~~  j,  —  jTo  ~'  /*i  -4-  wr,  -f-  «' 
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ce  qui  donne,  en  prenant  les  expressions  de  l  vi  de  r,, 

j:,[cosw(/jt«-4-  i)  —  /josinw]  \ 

4->*i[//iJ^#cosw  —  sinw(wja-h  i)]  > 
H- (/i  —  i)f.r,  cosfc» — j«sîn6»)  ) 

û^,  -+-  Aji-f-  «A  -f-  AB  -h  c 

"■  ax,  -i-  py,  -+-  a  A  -h  PB  -4-  I  ' 

Pour  identifier  ces  expressions,  qui  doivent  donner 
un  résultat  du  premier  degré,  il  faut  que  les  dénouiina- 
leurs  ne  diSerent  que  par  un  facteur  constant.  Donc 


a        p         aA-^-pB-4-i 

Soii  R  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  a 

l=zaKy     /ii  =  pR,     /i  =  R(aA-f-pBH-i). 

Alors,  en  identifiant  de  part  et  d'autre  le  coefficient 
deoTi,  celui  àey^  et  le  terme  indépendant,  puis  posant, 
pour  abréger,  M  =  x©  cosco  —  jr^  sinw,  on  a 

(i)  R0  =  aRM -hcosb», 

(2)  R«»rirpRM  — sin«, 

et 

R(fl A  -h  *B  H-  /:)  =  (»  —  i}M. 

Mais  ici  il  faut  remplacer  n  par  sa  valeur 

/i=:R(aA-+-pB-hl),    ' 
ce  qui  donne 

K(aA  -h  *B  -f-  <r)  =  M(RaA  4-  RpB  -h  R  - 1). 
Or,  comme 

MaA  =zKa  —  cosw,     MpB  =  R^  -+-  sinwy 
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on  a 

R(a  A 4-* B  4- c)  =  A(R«  —  c<»«)  H- B(R  3-h sin w; -f- M (R  —  I ), 
ou  bien 

(3)  Rf  =  B$inw  — Acosw  -4-  M(R  — i). 
La  seconde  égalité  donnera  les  conditions 

(4)  Rfl'  =  «RN-l- sinw, 

(5)  R^'ir::  pRN  4-COSw, 

et 

(6)  Kc'  -f-  R  cosw  4-  A  siow  =  N  (R  —  i)> 

en  posant  N  =  Xo  sin  co  -+-  y^  coso). 

En  effet,  en  passant  de  la  première  égalité  à  la  seconde^ 
on  observe  qu'il  faut  changer  cosco  en  sin  (ày  et  sinu  eu 

—  coso):  du  reste  R= ^-=: est   le   même  de 

'  aA  H-  pR  4-1 

part  et  d'autre. 

m.  Entre  (i)  et  (a),  éliminons  M,  il  vient 

R(iiP  —  ba)  r=z  asinoi)  4-  pcosw; 
entre  (3)  et  (4)9  éliminons  N,  on  a 

R(a^'  —  a'p)  =  acosw  —  ^sinu. 
En  divisant,  on  trouve 


tangu: 


a}b'-^  pafl_ap(û'4-  b) 


Pour  avoir  R  sans  erreur  de  signe,  observons  que  les 
deux  équations  entre  lesquelles  nous  Pavons  éliminé  par 
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division  pcuvciil  se  mettre  sous  la  forme 

(a^'  — «'ô)  =  a  — Blangw, 

cosw  ^  r       D    » 

(«6  —  ^a)  =  ataDg«i  +  B. 

GOS6»  ^     *^  '  or 

Multiplions  la  première  égalité  par  a,  la  seconde  par  |3 
et  ajoutons,  il  vient 

—  [a'b'  -H  P'a  -  a^lb  4-  û')  1  =  a' -h  S', 
cosw  ■"  ^ 

Comme  cosoi)  est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  sens 
où  l'on  tourne,  on  a  ainsi  le  signe  de  R.  Du  reste,  comme 
la  valeur  absolue  de  coso)  est  ^i-h  tangua»,  on  a  aussi  la 
valeur  cherchée  de  R. 

Connaissant  R  et  &>,  Tune  des  équations  (i)  et  (a)  don- 
nera M  ;  on  aura  de  même  N.  Donc,  connaissant  M,  N 
et  oi),  on  aura  Xq  et  jo» 

Enfin,  les  équations  (3)  et  (6)  ne  contenant  plus  de 
quantités  inconnues  que  A  et  B,  ou  les  obtient  aussi  par 
des  équations  du  premier  degré. 

IV.  Passons  maintenant  aux  trois  dimensions;  pour 
cela,  nous  commencerons  par  rappeler  la  liaison  entre 
Vhomologie  et  la  perspective  dans  V espace. 

Les  formules  de  Thomologie  étant,  comme  on  le  sait, 


x'  — Xo       y'  —  ji       s' — Zo       Ix'-^-my' -{-nz'-h  p 

les  équations  des  figures  en  x\y\  z*  et  x,y,  z  seront 
de  même  degré  :  alors  une  droite  et  un  plan  de  la  pre- 
mière figure  correspondent  à  une  droite  et  à  un  plan  de 
la  seconde  figure  \  de  plus,  dewc  points  correspondants 
se  trouvent  sur  une  droite  qui  passe  au  centre  d'homo- 
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logie;  enfin  les  rapports  anharmoniques  sont  les  mêmes 
de  part  et  d* autre. 


Imaginons  deux  droites  Sa  A,  SmM  passant  au  centre 
d'homologîe  S  et  par  deux  couples  de  points  correspon- 
dants a  et  A,  m  et  M.  Le  plan  MSA  de  ces  droites  con- 
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tiendra  les  lignes  AM,afn,  qui,  par  conséquent,  se  cou- 
peront en  un  point  jx;  de  plus,  ce  point,  se  trouvant  sur 
deux  lignes  homologues,  appartiendra  aux  deux  figures 
et  sera,  par  conséquent,  sur  le  plan  d'homologîe  repré- 
senté par  Ix  -h  my  -h  nz  -h  p  =  i, 

V.  Pour  simplifier  la  construction  (fig*  i),  admettons 
que,  dans  le  couple  fixe  (a,  A),  celui  des  points  A  qui 
appartient  à  la  figure  donnée  est  à  Finfini  :  alors  a  sera 
sur  la  direction  arbitraire,  mais  fixe,  Sa,  le  correspon- 
dant de  Tinfini.  Cela  posé,  soit,  dans  cette  figure  donnée, 
le  point  M  (x\j\  z')  dont  on  cherche  le  correspondant 
m[xy  y-y  z)\  il  est  clair  que  Mfx,  devant  passer  en  A, 
sera  ici  parallèle  à  Sa.  Ainsi,  soit  fA  le  point  où  la  pa- 
rallèle menée  de  M  à  Sa  perce  le  plan  d'homologie,  il 
suffira  de  joindre  afi  qui  coupe  SM  au  point  cherché  m. 

VI.  Pour  voir  que  cette  construction  revient  à  la  per- 
spective dans  Tespace,  menons,  dans  le  plan  0/ia,  la 
parallèle  mmi  à  Ox  jusqu'à  la  rencontre  de  Ofx  en  m^] 
cette  parallèle  sera  donc  comprise  dans  le  plan  MS$i, 
Si  étant  le  point  où  M  mi  coupe  Ox,  et  nous  allons  cal- 
culer la  position  du  point  Sf 

Les  triangles  Ojuia,  m^irni  donnent 


ensuite  les  triangles  S  m  a,  |ul  M  m  donnent 


donc 


ma wS 

jXW  M.  M 


an  ma  mS  M  S  SS, 

fx//j  fim  Mm        Mm       m  Mi 
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(1  OÙ  l'on  lire 

SS,  =  Oû, 

et  la  position  du  point  Si  est  fixe. 

Ainsi  le  point  m^  sera  la  perspective  ordinaire  du  point 
donné  M  sur  le  plan  d'homologie  pris  comme  tableau,  en 
supposant  le  point  de  vue,  c'est-à-dire  Tœil  du  spectateur, 
placé  en  Si . 

Par  conséquent,  la  perspecti^^^relief  de  la  figure  M 
s'obtiendra  en  traçant  sur  le  plan  d'bomologie,  que  Ton 
appelle  alors  plan  inuaiiablej  la  perspective  ordinaire 
de  cette  figure;  seulement  on  prendra  alors  pourpoint 
de  vue,  c'est-à-dire  pour  position  de  Toeil,  non  plus  le 
centre  d*homologie  S,  mais  le  point  Si,  obtenu  de  la  ma* 
nière  suivante. 

Sur  la  direction  Sx,  soit  dans  la  seconde  figure,  le 
point  a  correspondant  de  Tinfini  sur  cette  même  direc- 
tion dans  la  première  figure,  et,  sur  cette  ligne  Sa,  portez 
en  sens  contraire  SSj  =  Oa. 

Diaprés  cela,  il  ne  reste  plus  à  chercher  que  la  dis- 
tance nif  m  à  laquelle  il  faut  creuser  la  pierre.  On  prend 
le  plan  d'homologie  pour  celui  des  jz  -,  alors  mi  m  ==  x 
et  j^o  =  o,  ^0  =  o  pour  S. 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  connues,  et  Ton  a 

OP  =  y. 

On  vient  de  trouver  le  point  m,  qui  donne 

donc  les  triangles  (immi  et  (lOa  donnent 

a:  fjiiTf, 

Oa  "~  p^' 

Mais,  dans  les  triangles  OjixP  =  O/»]  /ij ,  on  a 

fA/W,  ^_  P/i, 

Jo  ~PÔ' 

32. 
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enfin 


.r  m: 


Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  on  peut  consulter  le 
Traité  de  Perspective  de  M.  de  la  Gournerie. 

VII.  Arrivons  à  la  partie  de  notre  travail  pour  laquelle 
nous  avons  rappelé  ce  qui  précède,  et  surtout  rîdeutité 
de  rhomologie  avec  la  perspective  dans  l'espace -,  voici  le 
théorème  qu'il  faut  démontrer. 

En  dé  plaçant  y  sans  déformation  y  deux  figures  homo- 
graphiques  dans  V espace,   on  peut  les  rendre  honio- 

10  gigues. 

I/homographie  est  définie  par  les  formules  connues 
ax  -h  hy'  -^cz^  -h  d 

Nous  transporterons,  sans  rotation,  l^une  des  figures 
(x'jy\  z')  parallèlement  à  elle-même,  et  nous  poserons 

ces  quantités  X,  Y,  Z  étant  des  constantes  qu'il  faudra 
déterminer. 

Au  contraire,  nous  ferons  tourner,  sans  translation, 
l'autre  figure  (x^j^  z)  d'un  angle  &>  autour  d'une  droite 
passanrpar  l'origine,  et  qui  aut*a  pour  équations 

cosa        cosp        COS7 

11  faudra  donc  aussi  déterminer  o),  ainsi  que  a,  ^  et  7; 


(5o.  ) 
sealemcnt,  les  coordonnées  étant  supposées   rectangu- 
laires, les  trois  dernières  inconnues  ont  la  relation 

cos'a  -f-  ces'  p  -♦-  COS-7  =  I . 

Les  coordonnées  du  point  (oc^j^  z)  deviennent  £,  r;,  ^, 
après  cette  rotation. 

Toutes  ces  déterminations  se  feront  eu  indiquant  les 
conditions  nécessaires  pour  que  les  figures  en  x,,  j  1,  z, 
et  Ç,  7},  ^  soient  homologues  entre  elles. 

VIII.  Calculons  d'abord  les  formules  de  rotation 
ifiS'  ^)  î  observons  qu'on  a 

car,  Taxe  de  rotation  passant  à  l'origine,  il  n'y  a  pas  de 
termes  indépendants,  puisque  g,  yj,  ^  nuls  donnent  x,  7 ,  z 
nuls,  et  réciproquement. 


„j.=::li^-^ 


/ 


Pour  délcrminer  les  coefficients  /,  m,  n^  /,,...,  je  dis 
qu'il  suffit  d'avoir  les  équations 

(ft  b^  Ce  /Z,  6,  Ti  tf;  6,  C, 


(    502    ) 

des  trois  axes  Ox,  O/,  Oz,  après  qu'ils  auront  tonrné 
de  l'angle  u  pour  venir  en  0|,  On?,  O^  (il  est  clair  qae 
ces  équations  sont  prises  par  rapport  a  Ox,  O^,  Oz), 

Les  équations  —  =  —  =  -de05  sont  aussi 

n  z=  o    et    Ç  =  o, 
ce  qui  donne,  pour  un  point  de  cette  droite, 


ou  bien 


7      /«      // 


On  est  donc  porté  à  poser  /  =  a^,  /|  =  &0)  /a=  Co,  ainsi 
que  m  =  Al ,  mi=Oi,  mt=Ci,  et  /i  =  at,  ni  =  i], 
71,  =  c,. 

Cependant,  pour  que  ces  relations  soient  vraies,  îl 
faut,  à  cause  de  la  relation  x* -t-j^' -h  «*  =  Ç" -+- x* -f- ^, 
qui  tient  à  ce  que  la  dislance  du  point  à  Toriginene 
change  pas  par  la  rotation,  que  Ton  ait 

al-hbl-hcl  =  i,     aj  H-  Af  +  rj  =  I,     ûJ  -4-  ôj  -f-  cî  =  i. 
Alors  les  équations  de  transformation  sont 

Quant  aux  coefficients  des  variables,  ils  disparaissent, 
parce  que  les  axes  sont  rectangulaires;  car  il  est  facile 
de  reconnaître,  diaprés  ce  qui  précède,  que  ces  coeffi- 
cients ne  sont  autre  chose  que  les  cosinus  des  angles  que 
OÇ,  On,  Oç  font  ^vec  Ox,  Oy  et  O  je.  Nous  reviendrons 
sur  ce  sujet. 

Ainsi  soient  «oi  /3o)  7o  les  angles  que  fait  O^  avec  Ox, 


(  5o3  ) 
O/,  O2,  on  a 

a^  zzz  cos  ao,       ^0  =  cos  Po,      f  ft  =^  COS  7o, 

et  il  faut  déterminer  ces  angles  [^fig-  s). 

IX.  D^abord  on  a  la  relation 

(i)  cos*a«-|- C0S*P«-l- cos'7,i=  i; 

ensuite  la  droite  Ox,  tournant  autour  de  OC,  fait  tou- 
jours avec  cet  axe  le  même  angle  COA  =COA'=a; 
donc  on  a 

(  2 }         cosa  =  cosa  cosao  +  ces ^  cos^o  +  COS7  ces 7«. 

D^ abord  nous  déterminerons  directement  Tangle 
X0Ç  =  ao»  D'un  point  A,  pris  n'importe  où  sur  Ox, 
abaissons  sur  OC  un  plan  perpendiculaire  qui  coupera 
les  plans  CO:r  et  CO^  suivant  CA  et  CA'.  Les  triangles 
rectangles  COA,  COA'  sont  égaux  comme  ayant  le  côté 
commun  CO  adjacent  à  des  angles  égaux ,  puisque 
COA  =  COA'=a;  doue  OA'=OA,  CA'=  CA.  Le 
point  A  a  tourné  jusqu'en  A'  en  décrivant  dans  le 
plan  xO\  l'angle  AOA'=:ao)  et  dans  le  plan  ACA' 
Tangle  ACA'  =  û),  d'après  Thypothèse. 

Or 

CA  =  OAsina,     et     AA'  =  2AN  =  aCA  sin^w, 

ou  bien 

AA'=:  20Asinasiny6), 

puisque  CA'=:  CA.  Comme  0A'=  OA,  on  a  aussi,  dans 
le  triangle  AOA^ 

2ÔÂ  —AA' 

COSa«=r ; > 

#  2OA 

ou  bien 

co5a,=  I  —2  sin'^wsin'azz:  i  —  2L', 


(  5o4) 
en  posant,  pour  abréger, 

siny6isma  =  L. 

D'après  cela,  i — cosao=3L',  i4-cosao=a(i — L'jj 
de  sorte  que  les  équations  (i)  et  (a)  deviennent 

ces' p. -h  cos»7.==  4L>(t  —  L») 
et 

ces  p  ces  p»  +  cos 7  CO870  =  2  L*  cosa. 

Dans  la  seconde  relation,  prenons  la  valeur  de  cosy^ 
et  transportons-la  dans  la  première  en  élevant  au  carré, 
on  a 

4 L*  cos*a  —  4 ^*  ^®**  ^*^*P  cosp, -h  cos*p  cos'P» 
ces  p.  H-  ^^^- 

ce  qui  donne,  à  cause  de  cos"a -f- cos*|3-*-«os'7=:  i, 
Téquation 

cos*p«{i  —  cos*a)  —  4L*  cosa  cosp  cosp, 
—  4L^[cos»7(i  ~  L»)  —  L>co8»a. 
Donc 

cosp«sin'a       _  ^ 

Ll_- =  L  cosa  ces 6 

2L 

±  ^sin*a  ces*  7  4-  L*[cos'  a  cos*  p  4-  (cos* a  —  i  )  (  i  —  cos' p)]. 


Le  radical  revient  à  ±  cosyy/sm^a,  —  L".  Mais,  ayant 
égard  à  sin-jO^sina^L  et  supprimant  le  facteur  com- 
mun sina,  on  trouvera,  à  cause  de 

2L'  cosa  —  cos6  cosS. 

ces  7»= ■ 9 

C0S7 

cospft=  1  sin|b>(sinjo.icosacosp  + C0S7  cos^oa), 

cos7o=  2  siDy6>(sin|wcosacos7  qzcosp^osj»). 

X.  On  peut  choisir,  dans  le  premier  cosinus,  le  signe 


(  5o5  ) 
que  Ton  veut,  ce  qui  indiquera  que  la  rotation  aura  lieu 
dans  un  sens  ou  dans  Tautre;  mais  il  faut  toujours 
prendre  les  radicaux  avec  des  signes  contraires  dans  les 
deux  expressions.  En  effet,  les  équations  (i)  et  (  2)  se  vé- 
rifient avec  des  signes  contraires  et  non  aveô  le  même 
signe. 

Pour  les  deux  autres  axes  tournés  aussi  en  Oyj  et 
en  O^,  on  opérera  de  même;  seulement  il  faut  que  ]e 
signe  d^un  radical  choisi,  par  exemple,  dans  la  valeur 
de  cos^Q^  détermine,  non-seulement  celui  de  cosy^,  mais 
encore  les  signes  des  cosinus  analogues  relatifs  à  Om  et 
à  O^. 

On  arrive  à  cette  détermination  au  moyen  de  la  rela* 
tion  x'H-j*-f-^*=$*-f-y3*-h(;*,  qui  fait  annuler  les 
coefficients  de  Çy),  de  ^^  et  de  n^  quand  on  élève  au  carré 
les  relations  du  u^  VIII.  Dans  ces  relations 

supposons  que  l'on  ait  pris  le  signe  -4-  pour  cos(3ç=  io? 
on  a 

a^zrz  cosa«=  i  —  2  sin*  ^-w  sin'a, 

^0=  cospo=  2  sin^M  (sioyw  cosa  cosp  -4-  cosy  cos|w), 

f.  =  cos7j=:  2sin|ft>(sinY0i>cosaco$7  —  cosPcos^m). 

On  aura  les  signes  des  autres  coefficients  par  une  permu- 
tation tournante.  Voici  comment  il  faut  la  diriger. 

XI.  Avant  tout,  comme  il  n'y  a  pas  de  radical  dans  la 
valeur  de  cq^ao^  coefficient  de|  dans  la  valeur  de  x,  il 
n'y  en  aura  pas  non  plus  dans  celle  de  cosjS,,  coefficient 
de  n  dans  la  valeur  dejj  ni  dans  celle  de  cosyt,  coeffi- 


(  5o6  ) 
cient  de  Ç  dans  la  valeur  de  2;  il  sera  même  facile  d'écrire 
ces  coefficients  par  analogie. 

Quant  aux  radicaux  des  deux  autres  coefficients  d'une 
même  ligne  verticale  dans  les  relations  précédentes, 
nous  avons  vu,  sur  cosjS^  et  cos/o)  qu'ils  étaient  de  signes 
différents;  il  reste  à  faire  voir  qu'il  en  est  de  même  pour 
une  même  ligne  horizontale. 

En  effet)  la  vérification  d'une  formule  telle  que 

ces  a,  COSao+  COSp,  COSp«-h  COS7,  COS7o=  o 

pourra  se  faire  avec  cette  supposition,  Undis  qu'elle  se- 
rait impossible  en  prenant,  par  exemple,  c^  et  Cf  avec 
des  radicaux  de  même  signe. 

En  calculant  cette  vérification,  il  est  bon  d'observer 
que  l'identité  écrite  ci-dessus  se  décompose  en  deui,  sa- 
voir :  les  termes  qui  ont  sinyco  à  la  simple  puissance,  et 
les  autres  termes;  dans  cbaque  partie,  la  vérification  se 
fait  à  part,  et  Ton  simplifie  le  calcul  en  supprimant  les 
facteurs  communs  à  mesure  qu'on  les  rencontre. 

D'après  ces  règles  et  d'après  les  valeurs  de  b^  et  de  c^, 
on  doit  écrire 

«ri=r  cosa,  =  2  sin|w(sinyai  cosp  cosa  —  C0S7  cosjs»), 

^,  =  cosp,  =  I  —  2  sin'yu  sin'  p, 

c,  z=z  co$7i  =  2  sin ^ » ( sin  Y «>  C0S7  cos p  -1-  cosa  cos^w), 

et  enfin 

flra=C05a,=:  2sin  j»  (sio^w  COS7  cosa  +  COSp  cos  Jw], 
^,=  co$p,=  2sinj6>(sinya>GOS7CO$p  —  cosacos|w)>  ^ 
c,=  cos7î=  I  —  2sin'^o>>  sin'y. 

XII.  Dans  les  formules  de  l'homographie  (VU),  il 
faut  donc  substituer 

j;'=.'i:, -4- X,.  . .      «t     jc  r=a,Ç -h  €i,y, -h  <»jÇ».  . .  (Vllï), 


{  5o7  ) 
puis  établir  que  les  figures  en  Xt,^'i,  Zi,  et  en  |,  V7,  ^ 
satisfont  aux  formules  de  Thomologie  (IV). 
La  première  des  trois  formules  donnera 

#1 JT,  -4-  hy^  -h  cz,  -h  flX  -4-  A  Y  -r-  cZ  -+-  «/ 
"•^-^"•"■^'"'^^Aar.  +  B/.  +  Cz.  +  AXH-BY+CZ  +  D' 

et  l'on  pourrait  poser  deux  égalités  analogues. 

Mais  cette  première  donnera  quatre  identités  en  rem- 
plaçant Ç,  V7,  ^  par  leurs  expressions  tirées  des  formules 
de  riiomologie. 

On  a 

X,  —  Xo 


De  même 

et 

""  /x,  4- 111/,  H- ««, -h/> 

En  substituant  ces  valeurs  dans  ^IqÇ  +  Ai  >7  +  ^i^,  on  a 
une  expression  dont  le  numérateur  sera 

x,[a«(/x,  -+-  i)  -h  «,/j^o-+-  ûj/z.] 

-f-  s,  [û,/ix,-+-  «,/i/o-f-  «i(/iza+  i)] 
-f-  (/?  — i)(«,x.-+-fl,j^o-l-«t,z«), 

et  qui  aura  pour  dénominateur  Ixi  •+-  mji  -f-  nz^  4-  ^. 

Posons,  pour  abréger,   A!  =^ a^x^-}- a^y^-^ a^z^s^  le 
numérateur  devient 

x,(/A'  H-  <7«)  -t-7,(OTA'-h  fl,)  -+-  5, («A'  •+-  rt,)  -»-(/?  —  i)A', 


,  (  5o8  ) 
et  il  reste 

■r.(/A^4- tfo)  -+-Y,(m  A'  -i-  a,  )  H-^z,  («A'  -f-  <?,)  -f-  f/7  ~  i)A' 

/X,  -h  /W  J,  -f-  «3,  -h  /? 

_   ax,  -h  ^j,  -t-  C2,  -h  flX  -+-  ^  Y  -h  cZ  -f-  ^ 


Ax,  -h  Bj,  -f-  C2,  -f-  AX  -f-  BY  H-  CZ  -f-  D 

^.^1  -+-  AjTi  -h  c«i  -f-  ff 

""  Ax.-f-BjvH^Cz.-f-Z' 

XIII.  Pour  que  les  coordonnées  Xi  ^ji ,  2i  ne  dépassent 
pas  le  premier  degré,  il  faut  que  les  deux  dénominateurs 
ne  différent  que  par  un  facteur  constant,  c'est-à-dire  que 
Ton  ait 

il  reste  alors 

«,(RAA'-l-«.)-t-j,(RBA'-+-a,)-hr,(RCA'-4-«O-+-A'(R-~0 
=  R(<ix,  H-  bji  4-  cZi  -T-  ff). 

Comme  cette  égalité  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs 
de  Xi^ji^  r,,  on  sait  que  les  coefficients  de  ces  variables 
et  le  terme  indépendant  doivent  être  les  mêmes  de  part 
et  d'autre;  ainsi 

RAA'-+-ûr.=  R/z. 

De  cette  égalité  et  des  trois  autres,  on  lire  les  quatre 
relations 

fl,— R(/i  — AA'), 

û,  =  R(^  — BA'), 
n,^R(c  —  CA'), 
A'r:=R(A'2-<T). 

Ensuite,  meltoys  b^^  &i,  b^  et  b\  au  lieu  de  a^,  ai^at 


.  (  5o9  ) 
et  de  a,  £,  c  ;  on  a  ^e  même 

^,i=r:R(û'— AB'Î, 
A,z:r:R(6'— BB'), 
A,=  R{c'— CB'), 

B'=R(B'2-ff'). 
On  voit  que 

B'=  6.^.-+-  A,r„-+-  b^z.     et     ff'=:  û'X-f-  6' Y-h  c'Z  4-  rf'. 

On  aurait  encore  quatre  relations  avec  c^,  Ci,  c*  : 

C,=:R(û"— AC), 

r,zz:R(6"-BC'), 
r,=:=R(c"-CC), 
C'=R(C'2-<r^); 

en  tout  douze,  pour  trouver  Xg^j^^,  Zo  et  X,  Y,  Z,  ainsi 
que  la  ligne  p  et  le  nombre  R,  avec  les  angles  a,  j3,  y 
et  0);  mais  nous  avons 

ces* a  -h  cos'P  H-  cos'7  =  '  » 
ce  qui  réduit  à  onze  le  nombre  des  inconnues. 

XIV.   Les  trois  premières  des  relations  précédentes 
donnent 


A 


ce  qui  élimine  A';  ces  égalités  reviennent  a 
«aB  —  a,A  =  R(tf  B  —  AA),     a.C—  <ïs  A  =?R(flC  — cA). 
Divisant  pour  éliminer  R  et  réduisant,  on  a 
i7.A(6C  — cB)  -hfl,B(cA—  ûC)  H-«2C(flB  — ^A)  =  o, 

égalité  où  il  faut  transporter  les  expressions  connues  de 

ao  =  COSa9  =  coSxÇ,    <ï,i:=iC0Sa,  rrrcos.rjî,    <72i=C0Saj=C0SxÇ, 


(  5io  ) 
c'est-à-dire 

/Z:=  2sinY6i(sin|wcospcofta—  COS7COSJ»'), 
<72=  2  siDyb>(sinYai  COS7  cosa  —  cosp  cosjm). 

Posant,  pour  abréger, 

A(^C  — cB)=:<?,     B(cA  —  aC)  =  e„     C(aB  —  *A)  =  tf„ 
l'égalité  ci-dessus  devient 

Mais  ces  trois  coefficients  présentent  la  relation  évidente 

«  -f-  «j  -4-  ^a  =  O. 


Donc 

Powns 

e        e 

d'où 

';-:•=•• 

Tégalité  «o  -♦-  -  «1  -♦-  -  «j  =  o  devient 

211,=:  fl,  (1  —  i)  -f.  a,(i  -f.  f  ). 

XY •  Dans  cette  équation ,  les  inconnues  sont  Tangle  a>, 
ainsi  que  X  =  cosa,  fA  =  cos|3,  v  =:  cosy,  avec  la  relation 

Observons  encore  que  asin*7W  =  i  —  cosco,  et  que 
2  8in|cdcosY0i>  =  cosci>,  les  expressions  précédentes  de- 
viennent 

<î,=  l--{l-— COSw)(l  —  >*)  =  (i  -~cos»)X=-l-cosw, 
n^  =  (\  —  cosb>)juiX  —  vsinw, 
r/;^^(i  —  coswJvX  +|ULsinci>. 


(5..  ) 
On  en  conclut 

2/i„=:i  (i —  c)  [(i  —  cosujfA^  —  vsinu] 
-+-  (l  -f-  e)[(i  —  cosb>)v\  +  fisino>>]» 

ce  qu!  se  réduit  à 

=  sin»[fA — V -f- t(ft-i- v)] 

-+-COS»[2V— X(fX  +  v)  -i->«(p  — v)—  2). 

Les  relations  symétriques  à  la  première  seront 

r'^B-f-  tf,A»-+- tf,^,=r  o, 

avec  la  relation 

I?'  4-  tf ,  4-  e\  =  o. 

Mais  ici,  comme  l'angle  ^  domine  les  autres,  il  faut 
écrire 

-7*«-f-*I-+-   -'*,=  0, 

et  prendre 

^.     ^. 

en  commençant  par  Tindice  2  qui,  avec  e^  —  es,  avait  le 
signe  négatif.  Alors,  comme  ej  —  e^  entraînait  ^  —  v, 
puisque  Tindice  i  correspond  à  fx  et  Tindice  2  à  v,  on 
prendra  ici  v  —  X  pour  c',  —  e'. 
De  même  la  troisième  relation  sera 

If"         /, 

—  c.-4-nr  -+-c,=:o, 

et  Ton  a 

ce  qui  fait  poser,  par  la  symétrie  indiquée. 

Celte  différence  correspond  à  X  —  «. 


(5.S.) 
Dans  l'égalité  que  Ton  vient  d^obtenir,  posons,  pour 
abréger, 

E  =  >[2X—  (fi-f-v)-f-  i(fi  — v)]     et     H  =  f»  — v-f-t(tt+»), 

elle  devient 

(i)  E  =  H  sin»  -+-  cosw  (E  —  2). 

On  aura  de  même 

(2)  F  =  I  sin« -+- cos«(F  —  2), 

(3)  G  =  KsinwH-cos»(G--  2), 

en  posant 

F=p[2pi-(v4-X)-f-£'(v  — X)],      I=v  — X-|-c'(v  +  À), 

et 

G=  v[2v  —  (X  -+-  p)  -f-  i";(X -  p)],     K=X-  fi-f-«''(X-f  fi). 

XVI.  Divisons  (1)  par  (2),  il  vient 

E  __  H  tangw  -h  E  —  2 
F  """   I  tangu  -f-  F  —  2  ' 
d'où 

(4)  2(F  ~  E)  =  Ung«(FH  —  El); 
de  même 

(5)  2(E  ~  G)  =  tang»(EK  —  GH), 
et 

(6)  2  (G  —  F)  =  tang«(GI  —  FK). 

Ajoutant  et  observant  que  les  premiers  membres  se  dé- 
truisent, on  en  conclura 

(7)  FB  -+-  EK  -4-  GI  =  El  -h  GH  -l-FK. 

En  y  remplaçant  E,  H,,.,  par  leurs  valeurs,  on  a  une 
équation  du  troisième  degré  en  A,  fx,  v. 


(5.3  ) 
XVII.  De  (i)  et  (a),  on  lire 

2(F  — El  FH— El 

Slflft>  — 5        COS0i>  ^^^^  ■  »  • 

FH-EI4-2(I-H)  FH- El -4- 2(1 -H) 

Élevant  au  carré,  ajoutant  et  réduisant,  on  trouve 

(E  —  F)^-f- (B  - 1)  (FH  —  El  +  I  -  H)  =r  o. 
On  obtiendra  de  même 

(F  —  G)^H-  (I  ~  K)(GI  -  FK  4-  K—  I)  =  o 

et 

(G  — E)'  +  (K~H)(EK-GH4-H-~K)==o. 


Ajoutant  et  réduisant,  on  obtient 

^(E'-hF^-hG'— FG  — EG  — EF 

(8) 


I       -f-(H»-IK)(G-+-F— 2) 


H-(P-HK)(G-hE-2) 

-h(K»-IH)(E-4-F~2)=ro. 

En  remplaçant  encore  E,  F,  G  et  H,  I,  K  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  X,  /x,  v,  on  reconnaît  que  cette 
équation  est  du  quatrième  degré;  donc  elle  ne  se  con- 
fond pas  avec  (7).  Du  reste,  (7)  et  (8)  ne  sont  pas  des 
identités,  car  il  y  a,  par  exemple,  un  seul  terme  en  X' 
dans  la  première  et  en  )/  dans  la  seconde,  comme  on  le 
voit  sans  peine. 

Ainsi  la  question,  déjà  ramenée  à  la  recherche  de 
Taxe  de  rotation  autour  duquel  se  décrit  F  angle  &>,  se 
résout  en  éliminant  les  cosinus  X,  (ji,  v  entre  les  équa- 
tions (7)  et  (8),  et  entre  la  relation  bien  connue 

(9)  >.4_f,:4-v--z:l. 

Sans  doute  cette  élimination  serait  pénible  dans  la 
discussion  et  la  pratique;  mais  il  suffit  que  Ton  soit  par- 
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(  5.4  ) 
venu  à  trois  équations  numériques  entre  trois  inoonimes 
pour  que  l'on  considère  toujours  comme   possible  de 
calculer  ces  inconnues  X,  /ui,  v,  et  d'obtenir  ainsi  les 
angles  a,  ^,  y  correspondant  à  ces  cosinus. 

XVIII.  Cette  complication  ne  se  présentait  pas  pour 
les  ligures  planes,  parce  que  Taxe  de  rotation  était  connu 
comme  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 

Ici,  du  reste,  dès  que  l'on  connaît  X  =  cosa,  |ui=  cosjj, 
v  =  cos7,  on  connaît  tangco  par  une  des  relations  (4), 
(5),  (6). 

Ensuite,  connaissant  a,  j3,  y  et  co.  on  aura  a,,  i^,  c« 
par  les  formules  du  n^  X  j  on  aura  de  même  a,,  &„  c^ 
et  Al,  Afj  Cf 

XIX.  On   a  aussi,  n®  XIII,   —  =  t zrnt  ce  qui 

fli        o —  BA 

donne  A',  On  obtiendra  de  même  B'  et  C,  et,  comme 
on  a  posé  au  u^  XII 

A'  =  a^x^ -h  axy\ -+-  «a»,,  • . . , 

il  en  résulte  trois  relations  qui  donnent  x^^j^^  z^. 
De  plus,  connaissant  A^,  une  relation  telle  que 

/i,=  R(ûr~- AA') 
donne 

On  connaît  donc  /  =  AR,  m  =  BR,  n  =  CR. 

XX.  Maintenant,  dans  les  relations 

A'  =  R{A'2-«r),     B'=R(B'2-a),     C  =r  R(CS  -  c'), 
ou 
2  — AX-hBY4-CZH-D     tt     (^:=:ûX^6Y-+-cZ +  //,.., 


(5.5) 
tout  est  connu,  excepté  X,  Y,  Z,  dont  on  obtiendra  ainsi 
les  valeurs. 

Enfin,  S  étant  déterminé  par  ces  trois  quantités,  on 
trouvera 

Ainsi  la  question  est  complètement  résolue. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  B4NS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  928 

(  voir  a*  série,  t.  VIII,  p.  144  )  ; 

Par  m.  a.  GARET, 

Élève  du  lycée  de  Clermont. 

Former  Véquation  des  coniques  qui  passent  par  deux 
points  imaginaires  conjugués,  l'un  de  ces  points  ayant 
pour  coordonnées 

xz=.a  (cos45"  -I-  v^— ïsin45°)> 
y  =zh  (€0845**  —  v'— I  sin45**), 

et  qui  ont  pour  centre  l'origine  des  coordonnées.  Lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  l'axe 
des  y.  (J.-Ch.  Dupain.) 

Ces  coniques  étant  rapportées  à  leur  centre,  leur  équa* 
lion  est  de  la  forme 

A7»-f-  Bot/  -f-  Car»  —  i  =:  o. 

J'exprime  qu'elles  passent  par  les  points  donnés  dans 
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{  5.6  ) 
renoncé,  et  j'ai,  en  tenant  compte  de  ce  que 

cos45'*  ^=  sin45®  =:  —  > 
(i)  —  kb'>l~^\-\'l^ab  -hC«'V--^— '  —  Of 

L'une  quelconque  de  ces  relations  donne,  en  égalant  à 
«éro  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

Ba^  —  1  =  0,     Cû*  — AA'=o, 

ab  rt» 

ae  sorte  que  Téquation  des  coniques  répondant  à  renoncé 
est 

X  et  j"  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'une 
tangente  parallèle  à  Taxe  des  y^  on  a 

(4)  2Ar  +  ^=:0. 

Eliminant  A  entre  les  équations  (3)  et  (4)9  j'ai  l'ëqua-      1 
tion  du  lieu,  qui  est  | 

a^xy^ —  è*jt' —  VLa}by  :=  o. 
Celte  équation  donne  une  courbe  facile  à  construire. 

Note.  —  La  question  927  a  été  résolue  de  même  par  MM.  Garet  el 
G.  Lalanne,  élèves  du  lycée  de  Clermont. 


Question  931 

(Tolr  a*  série,  t.  VIII,  p.  19a}; 

Pak  m.  FOURET. 

Lorsque  x  et  y  représentent  les  inverses  des  segments 
formés  sur  des  axes  de  coordonnées  par  une  droite  mo- 


(5i7) 
bile,  V équation  f  (Xy  y)  =  o  est,  comme  on  sait,  V équa- 
tion d'une  courbe  enveloppe  de  cette  droite.  Supposant 
les  axes  rectangulaires,  on  demande  la  signification 
géométrique  de  la  fonction  différentielle 

sldx^  H-  dx'^ 

et,  par  suite ^  ce  que  représente  par  rapport  à  la  courbe 
9  (jf»  J^)  =  o  rinlégrale  de  cette  fonction  différentielle 
prise  entre  des  limites  données,       (Abel  Trawsojn.) 

Soient  ;*  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Torigine  des  coordonnées  sur  la  droite  mobile  et  9  Tangle 
€]ue  fait  cette  perpendiculaire  avec  Taxe  des  x,  on  a 


d'où 
C) 


I            r 
ar~~  cosô' 

I            r 

7~"  sioô' 

cosO 
. r  = > 

r 

sinO 

:  ces  deux  équations,  on  obi 

cosO 
dx  =. 

dr dBy 

sin9 

cosO   .^ 
dr-^ dB. 

r 

(^) 


On  conclut  des  équations  (i) 
et  des  équations  (a) 


rfjT^-l-  rf/»z=: 


Par  suite 


\///.r'  -+-  dr^  r- . 


-y 


(5.8) 
On  voit  immédiatement  que  le  second  membre  de  ceUie 
égalité  est  la  diflerenlielle  de  1  arc  de  la  courbe  dont  les 
coordonnées  polaires  sont  r  et  9,  c'est-à-dire  de  la  po- 
daire  par  rapport  à  rorigine  de  la  courbe  <f  (x^j)  =  o. 
L^ntégrale  prise  entre  des  limites  données  de  la  fonc- 
tion différentielle 


représente,  par  conséquent,  Tare  de  la  podaire  compris 
entre  les  points  de  cette  courbe  qui  correspondent  aux 
limites  en  question. 


Question  935 

(voir  a*  série,  t.  VIII,  p.  240); 

Par  m.   E.  NETTO, 

Étudiant  en  Mathématiques  à  Berlin. 

Étant  données  sur  un  même  plan  deux  figures  com- 
posées :  l 'une  du  point  O  et  des  droites  Ket^\  Vtmtre  du 
point  (y  et  des  droites  A'  et  B',  mener  par  chacun  des 
points  donnés  une  transifcrsale  telle^  que  les  segments 
compris  sur  Vune  enti^  le  point  O  et  les  droites  KetH 
soient  égaux  aux  segments  compris  sur  Vautt^  entre  le 
point  (y  et  les  droites  A'  et  B'. 

Même  problème  en  remplaçant  dans  chaque  figura 
les  droites  par  des  circonférences  passant  par  le  point 
donné*  (G.  Foubet.) 

Dans  les  angles  donnés  les  points  O,  CX  sont  fixés  par 
les  longueurs  r,  r^  des  droites  menées  de  ces  points  aux 
sommets  des  angles,  et  par  les  angles  fi,  fx^  que  ces  droites 
forment  avec  des  côtés  des  angles  donnés.  Si,  en  suppo- 
sant le  problème  résolu,  la  droite  COB  [fig*  i)  repré- 
sente la  transversale  cherchée  dans  le  premier  angle  CAB, 


(5,9) 
en  Iransporiant  la  seconde  figure  de  manière  que  le» 
lignes  égales  coïncident,  comme  l'indique  la^gf.  i,on 

Fig.  I. 


formera  un  quadrilatère  ABDC,  et  il  sera  facile  de  con- 
struire une  figure  semblable  à  ce  quadrilatère. 

A  cet  effet,  décrivons  sur  une  droite  quelconque  B^C 
{fis*  ^)  ^®*  segments  capables  (B'A'C,  B'D'C)  des  an- 
gles BAC,  BDC,  et  prenons  sur  les  arcs  B'M'C,  B'N'C, 

Fig.  a. 


les  points  M',  N',  de  manière  que  les  angles  B'A'N'^ 
B'D'M'  soient  respectivement  égaux  aux  angles  BAO, 
BDO  (fig*  i),  ou  (x,  (A,.  Cela  fait,  il  faut  mener  par  les 
points  M',  N'  des  droites  M'CD',  WQfh!  qui  rencon- 
trent la  corde  B'C  en  un  point  O'  tel,  qu'on  ait 

O^A^  _  r 
O'  D'  "  r/ 


Or 
d^où 


(    520    ) 

0'M'.0'D'=:0'B'.0'C'=0'N'.0'A'; 
O'M'        O'A' 


r 
rx 


O'N'        O'D' 

On  obtiendra  donc  O'  en  déterminant  sur  la  droite  C'B' 
un  point  dont  les  distances  aux  deux  points  M^  N'  soient 

entreelles  dans  le  rapport  donné  -  :  ce  qui  est  un  problème 

connu.  En  menant  les  droites  N'O',  M'O',  on  aura  les 
sommets  A',  D'  du  quadrilatère  Â'B'D'C,  qui  sera  ainsi 
déterminé.  La  construction  d'une  figure  semblable  ABCD, 
dans  laquelle  les  droites  AO^  DO  sont  les  homologues 
de  A'O',  D'Q',  donnera  la  solution  de  la  question  pro- 
posée (*). 

Solution  de  la  même  question -^ 

Par  m.  COHEN, 

ÉlèTe  du  lycée  de  Strasbourg  (classe  de  M.  Pruvost). 

En  supposant  le  problème  résolu,  on  a  deux  6gures 
dont  les  bases  sont  superposables.  Amenons  ces  deux  bases 
à  coïncider  {Jig*  3)  et  joignons  les  intersections  M,  M' 

Fig.  3. 

AJ 


(*)  Celte  solution  géométrique  nous  fait  regretter  que  M.  Netto  n*ai( 
rien  dit  du  cas  où  les  droites  sont  remplacées  par  des  circonférence». 

(GO 
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des  di-oites  A,  B  et  A',  B'  par  la  droite  MM'  qui  coupe 
AB  en  C,  il  en  résulte  deux  faisceaux  qui  ont  un  rayon 
commun  et  même  rapport  anharmonique. 

Soient  OMM'=x,OM'M=j,  BMO=a,  BM'0=/3, 
AMB  =  7,  AM'B  =  $,  on  aura  la  relation 

%\nx        ^sin(a-t-7)  sîn^       ^sin(p-f-^) 


sinla  —  x)  '        sina  s\n(P — j)  '        sin^ 

ou ,  en  chassant  les  dénominateurs  et  développant 

8in(a  — j:)     et    sin(p — y): 

(  sina.sin(P  -H  ^)    .      ,  .    ^  û\ 

i    — ^ — — r sina:{sm6  oosr  —  sm  r  cosB) 

(i)  <  sin^.8in(a-f.7)  V      r       ^  ^        r/ 

(      =  sio  j(8ina  cosj:  —  sinx  cosa). 

En   posant  OM'=û,   OM  =  i,  le    triangle  OMM' 
donne 


d'où 


et 


sinx 

a 

— 

—  ) 

sm/ 

b 

b 

sin/=i 

a 

sin.r. 

=  V^'-S 


cosj  =  4  /  I sin'x. 


En  remplaçant  sinj^  et  cosj^  par  ces  valeurs,  la  rela- 

,  .  j     .  .1,  ésin^.sinfa -f- 7)        . 

lion  (i)  devient,  si  1  on  pose — ; Hr- ^'  =  A, 

^  '  '  *^        ûSiDa.sin(p-+-^)  ' 


iScosx. 


A(sîn2COSx  —  siDxcosa)=sinpi/  1 ^sin*a: cos^c 

Isolons  le  radical  et  élevons  au  carré  les  deux  membres, 


(  Saa  ) 
il  Tiendra 

/  ^  ^'\ 

(  A*co$^a— 2A-c08aco«fi-»---|sîn'ar  +  A'$in'acos'x 

\  a  "^      a^j 

+  1  (  A-sinacosp  — A'sinacosa]sin.roosx  =  sin'p. 

Si  nous  remplaçons  le  second  membre,  sin*|3y  par 
sin*^(cos'x4- sîn*x),  Téquation  deviendra  homogène 
en  sinx  et  cosx,  et  en  divisant  par  cos*x  nous  aurons 
une  équation  du  second  degré  en  tangx,  qui  permettra 
de  construire  tangx,  et  par  suite  Tanglex;  on  pourra 
alors  former  le  triangle  OMM'  et  achever  la  Ggure 
MABOM'. 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Cohen  indique  d'une  ma- 
nière très-succincte  comment  le  second  cas  de  la  question 
proposée  peut  se  ramener  au  premier,  au  moyen  de  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

La  méthode  suivie  par  M.  Netto  conduit  très-simple- 
ment à  une  solution  directe  de  ce  second  cas. 

En  effet,  soient  O  et  M  les  points  d'intersection  des 
circonférences  A,  B*,  et,  de  même,  O',  M' les  points  corn- 
niuns  aux  circonférences  A\  B'.  Si  IesdroitesCOD,C'(yiy 
satisfont  aux  conditions  du  problème,  on  aura  0'C'=  OC, 
O'iy  ='OD,  et  en  déplaçant  l'une  des  deux  figures,  par 
exemple  CCD' M',  il  sera  possible  de  faire  coïncider  les 
points  C,  (y,  D'  avec  les  points  C,  O,  D,  et  de  former 
ainsi  un  quadrilatère  MCM'D,  dont  les  côtés  MC,  CM', 
M'D,  DM,  feront  av/sc  la  diagonale  COD,  des  angles 
MCD,  M'CD,  M'DC,  MDC,  qui  seront  connus,  parce 
que  leurs  côtés  interceptent  sur  les  circonférences  consi- 
dérées des  arcs  donnés.  Il  sera  donc  facile  de  construire 
un  quadrilatère  mcm'd  semblable  à  MCM'D,  et  de  trou- 
ver sur  la  diagonale  cd  homologue  à  CD  un  point  o  tel 


(5.3) 

,  om        OM     T\    •     1  '         •  «11* 

quou  ait  — >  =  ^TTTT*  Four  déterminer  ensuite  la  droite 

COD9  il  ne  restera  plus  qu^à  mener  par  le  poîal  O,  une 

droite  OC  faisant  avec  OM  un  angle  égal  à  Tangle  moc. 

Le  problème  peut  admettre  deux  solutions,  parce  f|u'il 

y  a,  généralement,  sur  la  droite  cd^  deux  points  satisfai- 

,1,.     «.   .  om        OM 
sant  à  I  égalité  — j  =:  — -,.  ...  . 

°  om        OM'  (G.) 


Questions  955  et  956 

(Tdr  a*  série,  l.  VIII,  p.  43«); 

Par  m.  CfiARLss  COHEN, 

Élève  du  .lycée  de  Strasbourg,  admis  le  %7T-  h  TÉcoIe  Polytechnique* 

955.  En  deux  points  d'une  ellipse  on  mène  1rs  nor* 
maies  ;  ta  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la 
corde  passe  par  les  mili^AX  des  segments  interceptés 
entre  les  normales  par  chacun  des  axes, 

(Laguerre.) 

Si  Ton  rapporte  Vellipse  proposée  à  ses  axes  de  symé- 
trie, une  normale  en  un  point  A  (x^^j'}  de  la  courbe  à 
pour  équation 

En  faisant  dans  cette  relation  ^  =  o,  on  voit  que  l'ab- 
scisse du  point  où  la  normale  rencontre  Taxe  OX  a  pour 

valeur 

a'— ^»    , 
—   — jr. 
a' 

De  même,  Tabscisse  du  point  où  la  normale  au  poini 
B(x",j^")  de  la  courbe  rencontre  l'axe  OX  est 

X  . 


(  5^4) 
Par  le  cenlre  O  de  Tellipse  considérée,  menons  le 
demi -diamètre  OCD,  conjugué  à  la  corde  AB  et  i-encon- 
trant  cette  corde  en  son  milieu,  C,  et  l'ellipse  au  point  D. 
La  Ungenteen  Dâ  Tellipse  est  parallèle  à  AB;  Tellipse 
homothétique  et  concentrique  à  la  proposée  et  passant 
par  le  point  C  touchera  la  droite  AB  en  ce  point.  Il  ré- 
sulte de  là  que  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  est 

> —  I  à  la  seconde 

ellipse.  Comme  d'aillei|rs  les  axes  des  deux  ellipses  sont 
proportionnels,  le  point  où  cette  perpendiculaire  ren- 
contre Taxe  OX  a  pour  abscisse 

g'—  h^  x' -^-  y 

demi -somme  des  abscisses  des  points  où  les  normales 
en  A  et  en  B  à  la  première  ellipse  rencontrent  l'axe  OX. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

956.  En  deux  points  d'un  ellipsoïde^  on  mène  des 
normales;  le  plan  mené  par  le  milieu  de  la  corde  et 
perpendiculairement  à  cette  corde  passe  par  les  milieux 
des  lignes  gui  joignent  les  points  de  rencontre  des  nor- 
males auec  chacun  des  plans  de  symétrie, 

(Lagcerile.) 

Rapportons  Tellipsoïde  à  ses  axes  principaux,  et  soit 
\[x\y\  z')  un  point  de  rellîpsoïde  par  lequel  on  mène 
une  normale  à  cet  ellipsoïde.  Par  le  point  A,  menons 
un  plan  parallèle  au  plan  des  zx.  L'intersection  de  ce 
plan  et  de  Tellipsoïde  est  une  ellipse  E  qui  se  projette  en 
vraie  grandeur  sur  le  plan  des  zx,  suivant  une  ellipse  E' 
homothétique  et  concentrique  à  Tellipse  principale  du 
plan  des  zx, 

La  tangente  menée  à  Tellipse  E  par  le  point  A  forme, 
avec  la  normale  en  ce  point  à  rellipsoïde,  un  angle  droit. 


(  525  ) 

Celte  tangente,  qui  est  l'un  des  côtés  de  Tangle  droit, 
est  parallèle  au  plan  des  zx  \  donc  la  projection  de  cet 
angle  droit  sur  le  plan  des  zx  est  un  angle  droit  ^  et, 
comme  la  tangente  à  Tellipse  E  se  projette  suivant  une 
tangente  à  Tellipse  E\  il  en  résulte  que  la  normale  à 
rellipsoïde  au  point  A  se  projette  sur  le  plan  des  zx  sui- 
vant une  normale  à  IVllipse  E'. 

La  coordonnée  x  du  point  où  la  normale  en  A  à  Fel- 
lipsoïde  rencontre  le  plan  des  xy^  qui  est  égale  à  Tabscisse 
du  point  où  la  normale  à  Tellipse  E'  rencontre  OX,  a 
pour  valeur 9  comme  on  l'a  vu  précédemment, 


X  . 


Par  analogie,  la  coordonnée^  de  ce  même  point  sera 

De  même,  les  coordonnées  du  point  où  la  normale  au 
point  B(x"^y\  z")  rencontre  le  plan  des  ocy  seront 

-^^      et     -^—y\ 

En  considérant,  comme  dans  le  problème  précédent, 
un  ellipsoïde  homothétique  et  concentrique  à  Tellipsoïde 
donné,  et  touchant  la  corde  AB  en  son  milieu  C,  on 
aura,  pour  les  coordonnées  du  point  où  la  normale  en 

C  I 9 ^—  î  j  a  ce  second  ellipsoïde  ren- 
contre le  plan  des  xj^  les  valeurs 

et  J        J    . 


a'  2  6-  2        ' 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

fiole,  —  Des  solutions  peu  différentes  nous  ont  été  adressées  par 
M.  Harkema,  étudiant  en  mathématiques  à  Saint-Pélersbourjr,  et  M.  Fould,' 
élère  à  Sainte-Barbe. 
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CORRESPONDANCE. 

I.  M.  E.  Lemoine  nous  adresse  la  Note  suivante  : 
A  la  page  55  (t.  I)  du   Traité  de  Calcul  différentiel 
de  M.  Serrety  on  lit  : 

tt  II  s'agit  de  savoir  dans  quel  cas  la  ronctionj^=a' — x 
peut  s'annuler,  a  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  i 
On  a 

4r 

dx 

la  caractéristique  L  désignant  un  logarithme  népérien, 

»  On  voit  que  la  fonction  est  décroissante  tant  quon 
aura  * 

....  ^. 

'La  "^      La 

Elle  sera  croissante  dans  le  cas  contraire.  » 

Il  n'en  est  pas  ainsi.  Car  i  \^  a  étant  compris  entre  o 

et  I,  La  est  négatif^  donc  —  est  toujours  négatif,  et,  par 

suite,  j^  toujours  décroissant;  a®  ^ —  étant  négatif,  son  lo- 
garithme est  imaginaire,  et  Tînégalité 


û*-<- — ï     ou     x<^ 


L 


[i-:) 


La 
n'a  plus  de  sens. 

On  voit  facilement  que^  est  négatif  pour  de  grandes 
valeurs  positives  de  a:,  et  qu'il  est  positif  pour  des  va- 
leurs négatives  de  x  (*),  et,  puisque j*  est  toujours  dé- 

(*)  La  valeur  de  y  c»t  né{jativc  pour  t  =  i  et  ar>  i,  et  positive  pour 
X  ==  fl  et  x  <a. 


(5a7) 
croissant,  il  existe  une  valeur  unique  de  x  pour  laquelle 
y  s'annule.  Donc,  quand  a  est  compris  entre  o  er  i,  il 
y  a  toujours  un  nombre  qui^  dans  la  base  a,  est  égal  à 
son  logarithme  (  *) . 

Dans  rhy po thèse  a>i,  on  trouve  facilement  qne  j 

ne  peut  s'annuler  qu'autant  que  Ton  a  a  <^e'',  en  suivant 
la  marche  indiquée  par  M.  Serret. 

iVofc  du  Rédacteur.  —  Dans  l'hypothèse  «]>  i,  on 
peut  distinguer  trois  cas,  suivant  qu'on  a 
I  I  I 

,    «<er*',     a=re%     a>e^. 

Dans  le  premier,  Téquation  a'  —  x=;o  a  deux  racines 
positives  comprises  :  Tune  entre  i  et  e  ;  l'autre  entre  e 
et  -f-  00  . 

Si  a  =  e%  l'équation  a'  —  x  =  o  a  une  racine  double 

égale  à  la  base  e  du  système  des  logarithmes  népériens, 

I 

Enfin,  lorsqu'on  a  û>e*,  l'équation  considérée  n'ad- 
met aucune  solution  réelle. 

De  ce  que  l'inégalité  - — >e  donne  à  la  fois  a^i 

I 

et  a<^e^,  on  peut  conclure  que,  dans  tout  système  de 

logarithmes  dont  le  module  —  surpasse  le  nombre  e,  il 

y  a  deux  nombres  qui  sont  égaux  à  leurs  logarithmes. 

Si  le  module  -—  est  égal  à  e,  le  nombre  e  est  le  seul, 

dans  le  système  considéré,  qui  soit  égal  à  son  logarithme. 
Enfin,  si,  la  base  a  étant  supposée  plus  grande  que 

l'unité,  le  module  -r—  est  moindre  que  e,  aucun  nombre 
ha  ^ 

du  système  ne  peut  être  égal  à  son  logarithme.      (G.) 
(*^)  Ce  nombre  est  compris  entre  a  et  i. 


(  528  ) 
II.  M.  Burtaire^  Maître  auxiliaire  au  lycée  de  Naïu-y, 
nous  a  adressé  une  solution  de  la  question  945,  semblable 
à  celle  de  M.  Aouit  (p.  374,  numéro  d'août). 


QUESTIONS. 

961.  Sur  chacun  des  trois  côtés  d'un  triangle  ÂBC, 
on  décrit,  dans  le  plan  P  de  ce  triangle,  deux  triangles 
équilatéraux  ;  et  il  s'agit  de  démontrer  que  : 

i^  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  centres  a,  j3,  7 
des  triangles  équilatéraux  extérieurs  à  ABC  est  éqai- 
latéral;  2^  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  centres  a', 
p',  y'  des  trois  autres  triangles  équilatéraux  est  éqai- 
latéral  \  3^  la  somme  des  deux  côtés  a(3,  a'^'  est  égale  au 
côté  du  triangle  équilatéral  dont  ABC  est  la  projection 
orthogonale  sur  le  plan  P;  4^  ^^  diderence  des  deux 
côtés  a^,  a'|3'  est  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral 
qui  peut  être  considéré  comme  la  projection  orthogonale 
de  ABC  sur  un  certain  plan  Q.  (Liohmet.) 

962.  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d^uue  conique, 
on  mène  une  sécante  qui  coupe  en  A  la  courbe,  et  en  B 
un  certain  diamètre  fixe.  Par  les  points  A  et  B,  on  mène 
des  parallèles  au  diamètre  et  à  la  direction  conjuguée  : 
on  demande  le  lieu  de  leurs  points  dMntersection. 

Cas  particulier.  —  La  conique  est  un  cercle,  et  le 
point  fixe  est  pris  sur  une  tangente.  Forme  de  la  courbe. 

(A.  GuÉBHAILD.) 

(Le  lieu,  qui  est  du  quatrième  degré,  donne,  dans  le 
cas  particulier,  une  courbe  étudiée  par  Cramer  dans  son 
Analysis  infinitorum,) 


(  5a9  ) 

NOTE  SUR  UN  PROBLfiME  ÉLÉMENTAIRE  DE  GÉOMÉTRIE 
SPBÉRIQUE; 

Par  m.  LIONNET. 


De  loutes  les  solutions  de  ce  problème  :  trouver  le 
rayon  d^une  sphère  solide  en  faisant  usage  de  la  règle 
et  d^un  compas,  la  plus  directe  et  la  plus  simple  est  celle 
qui  consiste  à  trouver  d'abord,  sur  la  surface  de  cette 
spbère,  trois  points  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 
Mais,  dans  les  Traités  de  géométrie  élémentaire  et  les 
examens  d'admission  aux  Ecoles  du  Gouvernement,  cette 
première  partie  du'  problème  à  résoudre  laisse  toujours 
quelque  chose  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur. 
Voici  une  manière  de  procéder  qui  nous  paraît  à  l'abri 
de  toute  objection. 

D*un  point  P  comme  pôle  on  décrit  une  circonférence 
quelconque;  d'un  point  A  pris  sur  cette  circonférence 
comme  pôle,  avec  une  corde  moindre  que  la  droite  AP, 
on  décrit  une  seconde  circonférence  qui  rencontre  la 
première  en  un  point  B;  puis  du  point  B  comme  pôle, 
avec  la  même  corde,  on  décrit  une  troisième  circon- 
férence qui  coupera  la  seconde  en  deux  points  Q  et  R. 
Le  centre  O  de  la  sphère  et  chacun  des  points  P,  Q,  R 
étant  également  distants  des  points  A  et  B,  les  quatre 
points  O,  P,  Q,  R  sont  situés  dans  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  corde  AB  en  son  milieu  \  donc  les  trois  points 
P,  Q,  R  sont  sur  la  circonférence  du  grand  cercle  suivant 
laquelle  ce  plan  coupe  la  surface  de  la  sphère. 

Pour  que  cette  construction  réussisse,  il  suffit  que  les 
circonférences  décrites  des  points  Aet  B  comme  pôles  se 

Ann.  de  Malhémat.,  2«  série,  t.  VI 11.  (Décembre  1869.)        34 


(  53o  ) 
coupent,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  triangle  sphé- 
rîque  équilatéral  ABQ  soit  possible,  ou,  enGn,  que  la 
corde  AB  soit  moindre  que  le  coté  du  triangle  équilatéral 
inscrit  dans  un  grand  cercle.  Or  le  triangle  rectiligneiso- 
scèle  PAB  peut  être  considéré  comme  inscrit  dans  un  cer- 
cle de  la  sphère;  donc  le  plus  petit  AB  de  ses  trois  côtés 
est  moindre  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit 
dans  ce  même  cercle  et,  par  suite,  moindre  que  le  côté 
du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  grand  cercle. 


DÉMONSTRATIONS  NOUVELLES  DE  DEUX  THÉORÈUS 
DE  GÉOMÉTRIE; 

P^m  xM.  RETSIN; 

Professeur  de  Mathématiques  supérieures  à  rAtfaéoée  royal  de  Gaed. 


I. 

Les  projections,  sur  les  côtés  d'un  triangle,  d'un 
point  quelconque  M  de  la  circonférence  circonscrite 
sont  situées  sur  une  même  droite  qui  divise  en  deux 
parties  égales  la  droite  menée  du  point  M  au  point  de 
concours  H  des  hauteurs  du  triangle. 

i*'  Soient  a,  (3,  y  (Jig>  i)  ces  trois  projections.  Pro- 
longeons la  droite  Mot  jusqu'à  sa  rencontre  en  N  avec  la 
circonférence,  et  menons  la  droite  AMP. 

En  vertu  des  quadrilatères  inscriptibles  Ma|3C,  MNAC, 
on  a 

Nap  ==  MCA  =  i8o»  —  BINA. 


Donc  a/3  est  parallèle  à  la  corde  AN. 


(53i  ) 
Le  quadrilatère  inscriptible  Mahy  donne 

May^MBvniiiMNP, 

car  les  deux  derniers  angles  ont  même  mesure.  Donc  ay 
est  parallèle  à  AP,  et  les  trois  points*  or,  /3,  7  se  trouvent 
sur  une  même  droite  parallèle  à  AP. 

Fig.  1. 


2^  Soit  D  le  point  où  la  hauteur  A  A'  rencontre  la  cir- 
conférence circonscrite  au  triangle.  Nous  savons  que 
A'D  =  A'H,  si  donc  nous  prenons  «E  =  «M,  le  quadri- 
latère MEHD  sera  un  trapèze  isoscèle,  et  comme  le  tra- 
pèze MN  AD  est  lui-même  isoscèle,  HE  est  parallèle  à  AN, 
donc  aussi  à  «0.  Il  résulte  de  là  que  la  droite  aj3  qui 
passe  par  le  milieu  a  du  côté  ME,  dans  le  triangle  MEH, 
est  parallèle  à  un  second  côté  de  ce  triangle;  elle  passe 
donc  par  le  milieu  du  troisième  côté  MH. 


IL 

Quatre  droites  situées  dans  le  même  plan  forment 
quatre  triangles;  dans  chacun  d'eux  existe  un  point  de 

34. 


(53a  ) 
rencontre  des  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre 
sont  situes  sur  une  même  droite.  (Nouif elles  Annales^ 
1846,  p.  i3,  et  i847î  p.  196.) 

Lemme.  —  Les  circonférences  de  cercle  circonscrites  à 
ces  quatre  triangles  passent  par  un  même  point. 

Soient  EGA,  EBD,  FDA,  FBC  (Jlg.  a)  les  quatre 
droites  et  P  le  second  point  d'intersection  des  circonfé- 
rences circonscrites  aux  triangles  ADE,  ACF. 

Fig.  1, 


et 


Les  quadrilatères  inscrits  ADPE,  ACPF  donnent 
DEP=:DAP  =  FCP 
CFP=:CAP  =  EDP; 


donc  les  quadrilatères  BCEP,  BDFP  sont  inscriptibles,  el 
les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  BCE,  BDF 
passent  aussi  par  le  point  P. 


(  533  ) 
Arrivant  au  ibéorème  principal,  nous  remarquons  que 
les  projections  a,  (3,  y  et  d  du  point  P  sur  les  quatre  droites 
données  sont  situées  sur  une  même  droite,  car,  prises  trois 
à  trois,  elles  sont  les  projections  du  point  P  sur  les  côtés 
des  quatre  triangles.  Cette  droite  a^yi  divise  en  parties 
égales  les  quatre  droites  menées  du  point  P  aux  points 
de  rencontre  des  hauteurs  dans  les  quatre  triangles;  donc 
ces  points  de  rencontre  sont  sijtués  sur  une  même  droite 
parallèle  à  a^yd. 


SOLUTIONS  OES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  951 

(Toir2*sérle,t.VIII.  p.336); 

Par  m.  J.  GBATELAIN, 

Professeur  au  coUége  d*AUkirch. 


Démontrer  la  formule 


I  I  I  X  I  XI  X 

=  -  rang-  -h  -:  lang--  -+-  -:  tang  -:-*-.. 

(Laisamt.)  (*) 
La  relation  connue 

X 

2.  tang  - 
tangx  = 


I  —  tang' 


{*)  Voir,  à  Tarticle  Correspondance,  le  n^  1. 
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donne 


1  \  l  X 

=  -  lang  -  • 

x\       tante       3  ^ 

En  remplaçant  successivement  dans  cette  dernière  égalité 


XX                 X 

1 

on  a 
1 

I                X 

=  -ung-, 

aungj 

1 

tang^ 

I 

atang- 

tangj 

I 

I 

I                 X 

—  —  tani?  -^  • 

X 

X 

a       "^a- 

atong-      ung-j^, 


Ces  n  relations  donnent 


j:         UDgx         * 

2»Ullg- 


=  ; '""6  -  +  7,  t^g  ^  +  ^  ««"g  ^  ^^  ■     +  ^  ««H5  j;- 


Or  la  limite  de •  est-:  en  eflfei, 

X  X 

a-tang- 


I            '2"  .r 

-X -Xcos  — -, 


X         X  ,      .r  2" 

2"  tanc  —  sm  — 

*^  2"  2- 
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et  pour  7z  =  00  9  le  second  membre  de  cette  dernière  éga- 
lité se  rédait  à  -•  On  a  donc 

X 
I  I  ,.      /l  X  \  X  .         \  X  \ 

l =  linil -tang-  4-  --tang--  4- -r  tang -- -4- . . .  )• 

X       tang  JT  \  2      °  a       2*      **  a*      a*      **  a*  / 

C'est  ce  qu^il  fallait  démontrer. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Manuel  de  Cordoba, 
élève  de  TUniversité  de  Madrid,  et  par  M.  Realis. 


Question  907 

(  Toir  a*  série,  I.  VIII,  p.  46); 

Pab  m.  WILLIÈRE. 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales 
fiant  O  est  le  centre  commun.  Par  un  point  quelconque  P 
de  V  hyperbole  y  on  mène  des  droites  parallèles  aux  nor- 
males à  V ellipse  aux  points  oii  elle  est  coupée  par  l^ hy- 
perbole. Soient  H  e/  K  les  points  oà  ces  droites  coupent 
rhyperbole.  Par  les  trois  points  P,  H  et  K,  on  fait 
passer  un  cercle^  et  sur  ce  cercle  on  prend  le  point  P', 
conjugué  harmonique  du  point  P  relativ^ement  aux  deux 
points  H  er  K  :  démontrer  que  la  perpendiculaire  e'/evee 
sur  le  milieu  dePP'  est  la  polaire  du  point  P  relative^ 
ment  à  l'ellipse.  (Laguearb.) 

Soient 

x^        r' 

les  équations  des  deux  coniques  homofocales;  en  remar- 
quant que  a' — A*=:  rt'*-f- />''=  c',  on  trouve  facile- 
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ment,  pour  les  points  d'intersection, 


Les  deux  coniques  étant  homofocales,  les  normales  à 
Tellipse  en  ces  points  sont  tangentes  à  Thyperbole,  cl 
deux  de  ces  tangentes  non  parallèles  auront  pour  équa- 
tions 


hy 


b:r 

Soient 


a'c       b'c 


a'x-h  p>H-7'=0, 

les  équations  des  droites  PH,  PK  parallèles  aux  normales-, 
en  les  multipliant,  il  vient 

aa'x=  -f-  PP>'-4-  (aP'-h  (f!^)xy  -h.  .  .  ==r  o. 

Or 

a__  ab^        a!_  _ab^, 
^~~~  a'h'      fa'b' 

di    < 
ou 

Cela  posé,  si  y  =  mx  -^n  représente  la  corde  HK, 
rc(|uation  du  couple  de  droites  PU  et  PK  sera 


fjcx'       yy'         \ 
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OU 

^  (x'-h  ma/-  n)  4-  ^^  (y' -h  mar'-4-  n) 

Par  ce  qui  précède,  on  doit  donc  avoir 

x'        m  y' y^-^mae! — n à^ 

d'où  l'on  tire 

mz= -—-,      Ftz= -—- , 

ci  Téqu'ation  de  la  droite  HK  devient 


a"r'  c'j' 


=  G. 


Cherchons  maintenant  Téquation  du  cercle  passant 
par  les  trois  points  P,  H,  K.  Je  dis  que  ce  cercle  sera  tan- 
gent à  l'hyperbole  en  P  (*).  En  effet,  toute  conique  pas- 
sant par  les  points  P,  H,  K,  et  tangente  à  Thyperbole 
en  P,  a  pour  équation 

Or  le  terme  en  xy  disparait  de  lui-même  ;  il  sufiSt  donc 
de  déterminer  K  de  manière  que  les  coefficients  de  x^  et 


(*)  En  général,  si  par  un  point  P  d'ane  eonique  on  mène  deux  cordes 
PH,  PK  parallèles  à  des  tangentes  qui  se  eoupent  en  un  point  d'un  axe 
(le  la  courbe,  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points  P,  H,  K  est 
tangente  h  la  conique  au  point  P.  C'est  là  une  conséquence  très-simple 
du  théorème  do  Newton  sur  les  rectangles  des  segments  de  cordes  d'une 
courbe  du  second  degré.  (G.) 


àey 

soient 

égaux , 
R 

K 
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ce  qui  donne  la  condition 

d'où 

""         «"c*7'        ' 

et  Téquation  du  cercle  devient,  toute  réduction  faite, 

Les  coot^données  du  centre  sont 

fl»^  b^  r' 

Ces  valeurs,  substituées  dans  la  polaire  du  point  P  rela- 
tivement à  Tellipse,  donnent  l'identité 

Il  reste  donc  à  prouver  que  cette  polaire  est  perpendi- 
culaire sur  PP'.  Or,  les  droites  PH,  PK,  la  tangente  au 
cercle  ou  à  l'hyperbole  en  P  et  la  perpendiculaire  sur  la 
polaire  de  P  forment  un  faisceau  harmonique,  car  les 
équations  de  ces  quatre  droites  sont  respectivement 


a 


b 
ah' 


b\r^ 
\x\  ilu'oièmc  est  donc  démontré 


(  539  ) 
Quand  le  point  P  se  déplace  sur  Thyperbole,  le  centre 
du  cercle  PHK  décrit  l'hyperbole 


n'^T-a 


a'  b*    ""'' 

et  la  droite  HK  enveloppe  Thyperbole  représentée  par 


Questions  915  e^  916 

(  TOlr  a*  8éri«,  t.  VIII,  p.  48  et  95  ); 

Par  m.  E.  KRUSCHWrrZ, 

Membre  de  la  Société  des  Étudiants  en  Mathématiques. 

915.  Étant  donné  un  polygone  A,  A|. .  .A„,  déter- 
miner la  position  d^un  point  A^  (x^,  Jq)  dont  les  coor» 
données  satisfont  aux  équations 

nin  —  i)  ,   n{n  —  1) 

1.2  1.2 

«f/i  — 1) 

Démontrer,  par  le  calcul  et  la  géométrie,  que  la  posi- 
tien  de  ce  point  est  indépendante  du  choix  des  axes  de 
coordonnées.  (A.  Saktiacx.) 

1 .  Quand  nous  transformons  les  axes  de  coordonnées 
d'une  manière  quelconque,  les  nouvelles  coordonnées 
s'obtiennent  pai^  des  équations  de  cette  forme 

x'zmpx-^qy  -hoLy     y' =^  rx  -{-  sjr  -{-  ^. 

Après  la  transformation,  les  équations  données  devien- 
nent 


(  54o  ) 

Si  la  position  du  point  déterminé  par  x\^  y\  doit  être 
la  même  que  celle  du  point  (xo,  j^q),  il  faut  que  les 
dernières  équations  soient  satisfaites  par  les  valeurs  de 
x'  eij'  mentionnées  ci-dessus.  En  les  introduisant,  nous 
obtenons 

rx^  -f-  jj,  H-  P  —  /î  [rxy  4-  J^i  -h  P)  -4-  . .  . 

rp  n{rxn^,  -4-  sy\,_,  4-  p)  ± { rjr. -f-  */.  +  p)  =  o, 
et 

/?Xo-h  <7J^,-}-  a  —  n(px^ -f-  ^j,-f.  et)  -h. .  .zizl^px^-^qy^-^  a) =o; 


ou 


r  /t(/»  — I)  _^  1 

et 

/?rx,—  /<x,-h...±jp„)  -h  7(ro— /ir,-l-...ii=r«) 

-h  a  I   I  —  »  H-  -^ •  .  .  .  :+!  «  zt  I   1  =  0. 

Pour  que,  dans  ces  deux  dernières  équations,  les  pre- 
miers membres  égalent  zéro,  il  suffit,  d'après  les  équa-       | 
lions  données,  de  démontrer  que  i 

Quand  nous  posons  a:  =  —  i  dans  la  formule  du  binôme 

^  '  1.2 

nous  obtenons 

«(//—  i) 


(  54i  ) 
Par  conséquent  aussi,  les  premiers  membres  de  nos  équa- 
tions égalent  zéro.  c.  q.  f.  d. 

2.  Nous  avons  deux  systèmes  de  coordonnées  quel- 
conques, et  nous  déterminons  d'abord  les  points  M i  et  M', 
correspondant  aux  coordonnées  nXt^  ny^  dans  les  deux 
systèmes.  La  droite  MiM'^  sera  parallèle  à  00',  et  si 
00'=  t^  elle  sera  égale  à  t( —  i  -h  /z).  Continuons,  eu 
déterminant  les  points  M|  et  M',  correspondant  aux 

j         ,                    7i(/i  — I)                        nin  —  i)        j 
coordonnées  nx^-^ jTî,  nj^ ^ -jrt  dans 

les  deux  systèmes,  la  droite  M^M',  sera  encore  paral- 
lèle à  00' et  égale  à 

et  ainsi  de  suite.  La  droite  M„M),  sera  égale  à 

c^ est-à-dire  =o,  comme  nous  Favons  démontré  plus 
haut. 

Puisque  la  distance  de  M„  et  M^  ,  dont  les  coordonnées 
sont 

/i(/i  — i) 

4:.=  nXx Xi-\-  ,  .  .rt  nXn-\1\lXny 

nin  —  i) 

égale  zéro,  les  points  coïncident.  c.  q.  f.  d. 

916.  Trouver  Venveloppe  des  ellipses  concentriques 
à  aire  constante  dont  les  axes  ont  la  même  direction, 

(C.   Hakrema.) 


{  '^4^  ) 
L'cqualion  de  Tellipse  est 

OÙ 

/ibn=iconsi.y     ou     ab  =  V. 

En  ëliminanl  &,  nous  avons 

Pour  trouver  l'enveloppe,  nous  différen  lions  l'ëqna- 
tion  par  rapport  à  a,  et  nous  éliminons  a  entre  les  deux 
équations.  Il  en  résnlte 


d'où 


Donc 


2  a^Y  '  — 

P»=o; 

fl»  = 

P» 

P* 

4r' 

p* 

T^^Z 

p» 

-4- 

La  courbe  est  composée  de  deux  hyperboles  équilatères, 
dont  les  axes  de  coordonnées  sont  les  asymptotes. 


Question  922 

(  Tolr  a*  férié ,  t.  Vlll ,  p.  96  )i 

Par  m.  SCHLEGEL. 

Étadiant  en  mathématiques  à  Berlin. 

Un  ellipsoïde  donné  tourne  autour  dUin  point  jixt 
donné  sur  Vun  de  ses  axes  de  symétrie,  trouver  le  lieu 
des  pôles  d'un  plan  fixe  donné,  par  rapport  aux  diverses 
positions  de  V ellipsoïde,  (Lafont.) 


(  543  ) 
La  solution  de  la  question  proposée  ne  devient  pas 
plus  difficile,  si  Ton  suppose  que  le  point  fixe  donné  soit 
situé  comme  on  voudra.  Il  est  évident  qu'on  peut  prendre 
rellipsoïde  fixe  et  faire  tourner  le  plan  en  restant  tou- 
jours à  la  même  distance  du  point  donné.  Soit  Téquation 
de  l'ellipsoïde 

Alors  le  plan  polairedu  point  (I,  Y),  ^)  aura  pour  équation 

•^5     ,    r^î  -I.  î?  :=:  , 
a}         b^         c^ 

La  distance  constante  p  de  ce  plan  au  poiut  fixe  (x^Ji^^i) 
sera  donc 


P  = 


a»    "^  "à'   "^   c*        ' 


Lie  lieu  cherché  sera  donc  une  surface  du  second  ordre, 
dont  Téquation  sera 

En  égalant  à  zéro  deux  des  trois  données  â?i,^i,  Z|, 
on  aura  la  solution  de  la  question  proposée. 

En  prenant  le  centre  pour  le  point  (xi,  ^j,  ^t),  l'équa- 
tion de  la  surface  sera 

La  courbe  d'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de  l'ellip- 
soïde (i)  joue  un  rôle  important  dans  la  mécanique.  (P^oir 
PoiKSOT,  Sur  la  rotation  d^un  corps.) 
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Question  939 

(TOir  ^  iéria,  t.  VlII.  p.  a^s); 

Par  m.  FOURET, 
Ancien  Élève  de  I*Éco1e  Polytechnique. 

Étant  donné  un  contour  polygonal  formé  de  2  n  côtés 
inscrit  dans  une  conique^  le  produit  des  perpendicu- 
laires abaissées  d^un  point  quelconque  de  la  conique 
sur  les  cafés  de  rang  pair  est  dans  un  rapport  constant 
auec  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  du  même 
point  sur  tous  les  côtés  de  rang  impair.        (Chasles.) 

Soient  Al  A2 . . .  A,„.|  As,»  un  polygone  inscrit  dans  une 
conique;  O  et  M,  deux  points  pris  arbitrairement  sur 
cette  courbe,  le  premier  fixe,  le  second  mobile. 

Asp_i,  Afp^  ^iH-t  ^^^^^  trois  sommets  consécutifs  du 
polygone,  on  a  (Chàsles,  Traité  des  sections  coniques^ 
p.  3); 

sinAspBIAj».,     sinOMA,.., 

''_—  /'_  ;  ^      f     =:  const. 

sinAs^MA,^^,     sinOMAs;,^.! 

Désignons  par  Yl\  le  produit  des  n  rapports  anharroo- 
niques  obtenus,  en  faisant  successivement  dans  le  pré- 
cédent p égal  à  1 ,  2^ . . . ,  n,  et  en  observant  que  At^^i  n'est 
autre  chose  que  Aj, 

sinA,^,MlA,p-.  ,  sinOMA,;,-..  \       jç^ 

sinAî;,MA,^4.,     sinOMAî^^.,/ 

K  étant  une  constante  -, 
Ou,  plus  simplement, 

XsinA.^MAjy,^,/ 


(  545  ) 
OU  bien  encore 

,   .  n'JVsinAjpMAy-J 

(1)  /  .    .-^\ \='^- 

Cette  égalité  exprime  un  théorème  que  l'on  peut  énon- 
cer ainsi  : 

Étant  donné  un  contour  polygonal  formé  de  un  côtés 
inscrit  dans  une  conique^  le  produit  des  sinus  des  angles 
sous  lesquels  on  voit  d'un  point  quelconque  de  la  CO' 
nique  tous  les  côtés  de  rang  pair  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  produit  des  sinus  des  angles  sous  les- 
quels on  voit  du  même  point  les  côtés  de  rang  impair. 

L'équation  (i)  peut  s'écrire 

.  n?( MA>;,  X  MA2^_.  sin  A^^MA^^^, )  _^ 

n?  \^  MA,^  X  M A,;,^,  sin  A,^  M A,p+,  ) 

Or,  MQs^,  MQip^i  désignant  les  distances  du  point  M  aux 
droites  A,^A,p_i,  Ai^Aip+i,  on  a 

MA,^X  MA,;^,  sinA,pMAy_,  =  Aa^A,^_,  X  MQ,^, 

car  les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  deux  expres- 
sions différentes  de  l'aire  du  triangle  A,pMAtp_,. 
Pour  la  même  raison 

MA,^  X  MA,p^.i  sin  A,pMA,p^,  =  k^p  Aap+i  X  MQzp^-i. 

En  ayant  égard  à  ces  relations,  l'équation  (2)  peut 
s'écrire 

— ,\,y^\  =  const. 

C'est  l'expression  du  théorème  que  nous  nous  proposions 
de  démontrer. 

Ann,  de  Mathcmat.,  a*  scrie,  t.  VIII.  (Décembre  1869.)         35 
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Remarque,  —  Ce  théorème  D'est  que  la  généralisation 
du  théorème  de  Pappus  relatif  au  quadrilatère  inscril 
dans  une  conique  (Chasles,  Traité  des  coniques^  p.  i6). 
On  peut  en  déduire  une  généralisation  du  théorème  de 
Pascal  sur  Thexagone  inscrit. 

Imaginons  un  polygone  de  2/1  côtés  inscrit  dans  une 
conique,  et  désignons  par 

(3)  A  =  o,     B  =  o,     C  =  o,... 
les  équations  de  n  côtés  non  consécutifs,  par 

(4)  P-^o,     Qrro,     R  =  o,... 

les  équations  des  n  autres. 
L'équation 

(5)  ABC...H-APQR...=  o 

représente  une  courbe  d'ordre  n  passant  par  les  n}  points 
d'intersection  des  droites  (3)  par  les  droites  (4);  elle 
exprime  d'ailleurs  que  le  produit  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  cette  courbe  aux  droites  (3)  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  du  même 
point  aux  droites  (4)*  Or  les  points  de  la  conique,  d'après 
le  théorème  que  nous  avons  démontré  précédemment, 
jouissent  de  la  même  propriété  \  la  conique,  pour  une 
valeur  convenable  de  X,  lait  donc  partie  de  la  courbe  (5). 
La  partie  complémentaire  est  une  courbe  d'ordre  n  —  2, 
contenant  les  n{^n  —  2)  points  d'intersection  des  droites 
(4)  parles  droites  (5),  sans  comprendre  parmi  ces  points 
les  sommets  du  polygone. 

Comme  d'ailleurs  n[n  —  2)  est  supérieur  au  nombre 
des  conditions  qui  déterminent  une  courbe  d'ordre  (n — îjj 
le  résultat  auquel  nous  sommes  arrivés  constitue  un  théo- 
rème qui  peut  s'énoncer  ainsi: 

Étant  donné  un  polygone  Jemw  de  ^n  côtés  inscrit 
dans  une  conique,  les  points  d^ intersection  des  côtés  de 
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rang  pair  avec  les  côtés  de  rang  impair  non  contigus 
sont  situés  sur  une  même  courbe  d^ ordre  n  —  a. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  qui  est  le  plus  simple,  on  re- 
trouve le  théorème  de  Pascal. 


Question  939 

(voir  a*  série,  t.  VIII,  p.  rS); 

Par   m.   WILLIÈRE. 

Étant  donné  un  contour  polygonal  fermé  de  un  côtés 
inscrit  dans  une  conique  y  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  d^un  point  quelconque  de  la  conique  sur  les 
côtés  de  rang  pair  est  dafis  un  rapport  constant  avec  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  du  même  point 
sur  tous  les  côtés  de  rang  impair,  (Chasles.) 

On  peut  toujours  décomposer  le  polygone  en  n  —  i 
quadrilatères,  les  quadrilatères  extrêmed  ayant  trois  côtés 
du  contour  polygonal,  et  les  quadrilatères  moyens  deux 
seulement.  Cela  étant,  soient 

les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  conique 
sur  les  côtés  du  polygone,  et 

les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  ti  —  i  diagonales. 
Ou  aura  dans  chacun  des  quadrilatères 


ai  «3 

— 

const., 

^,tî. 

_ 

const., 

«4  «î« 

ai  a,„_, 

": 

const. , 

0.0, 

const. 
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Donc  on  en  déduira  toujours,  quel  que  soit  n, 

«1  as  .  .  .  a2,_, 


«,«4 .  - .  a,rt 


=  const. 


Question  943 

(  TOir  a*  lArle,  t.  VIII,  p.  176  )  ; 

Par  m.  LioN  GEOFFROY, 

Ingénieur,  Professeur  de  Mathématiques. 

Une  courbe  plane,  c,  roule  sur  une  courbefixe  C,  située 
dans  le  même  plan,  en  entraînant  un  point  mobile  qui 
décrit  alors  une  courbe  b.Aun  instant  donné,  les  deux 
courbes  se  touclienten  A,  et,  le  point  mobile  étant  en  M, 
la  courbe  c  s* arrête  brusquement,  et  la  courbe  C  com- 
mence au  contraire  à  rouler  sur  la  première  en  entraî- 
nant le  point  M  suivant  une  courbe  B.  Démontrer  que 
les  centres  de  courbure  des  deux  courbes  b  et  B,  au  point 
commun  M,  divisent  harmoniquement  la  longueur  MA. 

(Laisant.) 

Si  Ton  désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
fixe  C  et  par  R'  celui  de  ^a  courbe  mobile  c  au  point  A; 
par  n  la  longueur  MA,  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  b  au  point  M,  on  a,  d'après  Savary, 


S  +  i=cos?(p-^+^) 


cp  étant  Tangle  que  fait  la  normale  en  M  à  la  courbe  b 
avec  la  normale  en  A  aux  courbes  c  et  G. 

Quand  la  courbe  c  devient  fixe  et  C  mobile,  la  courbe  B 
décrite  par  le  point  M  a  pour  rayon  de  courbure  p,,  et  la 
formule  ci-dessus  devient,  en  tenant  compte  des  chan- 
gements de  signe, 


-^-A=co,,(^  +  i), 


(  549  ) 
OU  bien 


i-H^=cos,(^-i). 


Soient  X  le  centre  de  courbure  de  i,  et  X'  le  centre  de 
courbure  de  B(*). 

Des  deux  relations  écrites,  on  déduit  Fégalité 


ou  bien 


I 

1 

f-  - 

n 

I 

1 

p  — 

n 

/»-p, 

n 

1 
ÀX 

-f- 

MA 

1 
X'A 

MA' 

AX 

H-  , 

7.                  1 

MA  "  X'A 

•9 

d'où 


MA.X'A  -^-  2AX.X'A.=:  AX.MA, 

X'A( MA  -+-  AX)  -f-  AX  (X'A  —  MA)  =  o, 
X'A.MX  -+-  AX(-  MX')  =  o, 

X'A.MX-f- AX.X'M^ro. 
X/A  AX  XA 

X'M^       MX~       XM' 

ou,  sous  la  forme  ordinaire, 

X'A      XA_ 
X'M'XM""       '' 


ou 


Question  895 

{ voir  a'  série,  l.  VII,  p.  557); 

Par   M.   FARINEAU, 

Élève  au  lycée  de  Lille. 

Trouver  le  lieu  du  centre  d^une  ellipse  d^aire  con^ 
stante  circonscrite  à  un  triangle,         (Sylv ester.) 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  55o  ) 

Je  prends  pour  origine  un  des  sommets,  O,  du  triangle; 
pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  adjacents.  Soient 
2a,  2|3  leurs  longueurs;  0  Tangle  des  axes. 

L'équation  de  Tellipse  sera 

e[le  renferme  deux  paramètres  B  et  C. 
Or  Taire  de  Tellipse 

est 

HAsinO  ^  ,   .  .        ^, 

Taire  de  Tellipse  proposée  sera  donc 

_        7rC{2Bap  —  rp»—  a»)  sinO 
E  = ^ 

(C  — B')» 
Soit  a  le  rayon  du  cercle  dont  la  surface  est  E,  on  aura 

n^  _C(2Bap  — Cp^  — g») 
(C  —  B>)v 

Les  coordonnées  du  centre  de  Tellipse  sont  données  par 
les  équations 

ou 

(2)  X  —  a  -h  Bj  =  o, 

/;=o 

ou 

(3)  Ci.v  -    p)  -t-  n.r  =  .>. 

On  aura  Té(|uation  du  lieu  en  éliminant  B  et  C  en- 
tie(i),  (2)  et  (3).  Je  résous  (2)  et  (3)  par  rapport  à  Bet 


(0 

sinw 
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C,  ce  qui  donne 

y  y-K^-y) 

Je  substitue  dans  (i),  ce  qui  donne 

a*    rx(g  — j)  _  (a— x)n» 
sin'9L/(p-jr)  W\ 

_j'(a  — 3r)'r2ttp(tt— x)        P'j(a  — x)  H' 

équation  qui  donne 

(a  —  xj'^zz:  o,  \  équations  des  droites  qui  joignent 
(P  "~  7)*=  o>  >       ï^  milieux  des  côtés  des  trian- 

[oLj-^  px— ap)»z=:o,  )       gïes; 

et 

x»^^(a^  -{-  px  —  2ap)*sin'ô 


^^J        -        -a'(«-x)(p-.^)(aj^  +  Px^«P)  =  o. 

Telle  est  réquation  du  lieu;  elle  est  du  sixième  degré. 
Si  Ton  fait  x  =  a,  on  trouve 

y^^o     et     0'-p)'=:o, 

c'est-à-dire  que  les  milieux  des  côtés  du   triangle  sont 
trois  points  doubles. 

On  voit  sur  Téquation  (A)  que  les  directions  asjmpto- 
tiques  sont  parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle.  Je 
cherche  l'ordonnée  à  l'origine  a  de  Tasymptotc  parallèle 
à  la  droite 

ar  -+   pJ"  :-  o; 
je  trouve 

(«-    p;'^o. 

C'est  une  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
du  triangle;  de  même  les  deux  autres  sont  des  asymptotes. 
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Je  dis  que  les  branches  infinies  correspondanl  à  ces 
asymptotes  sont  imaginaires. 

Je  désigne  par  a,  b,  o  les  milieux  des  côtés  du  trian- 
gle OAB,  et  je  considère  les  droites  CabC'j  EoaE', 
DoèD'  (*).  Je  remarque  qu'il  n'y  a  pas  de  points  du 
lieu  dans  la  partie  Eo£C'.  En  effet,  pour  un  point  de 
cette  portion,  on  a  x  —  «  >  o,  j^  —  P  <C  ^»  ^^ 

ajr-h  pJ:  — ap>o; 

donc  Téquation  du  lieu  est  impossible.  On  verrait  de 
même  que  les  portions  DoaC  et  E'a&D'  ne  renferment 
pas  non  plus  de  points  du  lieu,  et  la  courbe  ne  peut  être 
située  que  dans  le  triangle  aob  et  dans  les  angles  DoE, 
CaE'elD'bC. 

Cela  posé,  si  la  droite  ab  était  asymptote,  les  deux 
branches  infinies  devraient  être  du  même  côté  de  cette 
droite;  mais  alors  ab  rencontrerait  la  courbe  en  trois 
points  à  l'infini,  plus  en  quatre  points,  deux  en  a,  deux 
en  i,  ce  qui  fait  sept;  et  cela  est  impossible,  car  l'équa- 
tion est  du  sixième  degré.  Ainsi  la  courbe  n'a  pas  de 
branches  infinies. 

Cela  posé,  je  cherche  les  tangentes  au  point  o;  je 
transporte  l'origine  en  ce  point.  L'équation  devient 

{x  -h  aYix  -h  pY  (ax  4-  p.r)^sin»Ô  —  a*xx  (a^ -h  P^r  -4-  ap)  =o; 

les  tangentes  à  l'origine  sont  représentées  par  l'équation 

ap  8in'0(ax  -+-  P*)^—  a'^x  =  o. 

Ces  tangentes  seront  réelles  si  on  a 

rt'>2ap8in0. 

2a|3sind  est  la  surface  du  triangle  donné,  a' celle  du 

(•)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  Ogure. 
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carré  qui  a  pour  côté  le  rayon  du  cercle  dont  la  surface 
est  égale  à  celle  de  Tellipse,  et  cette  condition  exprime 
que  la  surface  de  ce  carré  est  supérieure  à  celle  du  trian- 
gle. La  courbe  aura  donc,  dans  ce  cas,  la  forme  indiquée. 


Je  suppose  que  les  tangentes  soient  confondues,  c'est- 
à-dire  que 

a»=  ^apsinO. 

Alors  les  points  o,  a,  &  sont  des  points  de  rebroussement; 
les  trois  feuilles  de  la  courbe  précédente  disparaissent,  et 
la  courbe  est  tout  entière  dans  le  triangle  aob,  La  droite 
avec  laquelle  se  confondent  les  tangentes  en  o  est 

—  aj  -h  p*  =  o. 

C'est  la  droite  Oo.  De  même  Aa,  6&  sont  les  tangentes 
aux  points  a  eib. 

Si  maintenant  a*  devient  <C^^ol^  sin0,  les  points  a,  o,  b 
sont  alors  des  points  isolés.  Je  cherche  l'intersection  de 
la  courbe  avec  la  droite  Oo,  pour  voir  comment  elle  est 
située. 

Je  fais  j  =  ^x  dans  l'équation  (A),  et  il  vient,  en  fai- 
sant abstraction  du  facteur  (x  —  «)*=  o, 

f{x)  ^=4p'sin'Ô.r*~  2fl^ajrH-^*a2r=  o. 

Cette  équation  a  deux  racines  positives,  ou  ses  quatre 
racines  sont  imaginaires. 

Si  a' ^  a  a/3  sinO,  ses  deux  racines  rtVlIcs  sont  c:om- 
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prises,  l'une  entre  -  et  «,  l'autre  est  supérieure  à  a.  Si 

<!*=  aa^sind,  la  racine  supérieure  devient  égale  à  a: 
c'est  Je  cas  précédent 5  l'autre  racine  est  toujours  com- 
prise entre  -  et  a.  Soit  y  la  racine  de  la  dérh^ée 


a. 

7 


aVp'sin'o' 
Téquation  /(x)  =  o  aura  des  racines  réelles  si 

/(7)<o     ou     a*>--^a'p»sin'Ô. 

27 

On  voit  que  cette  condition  a  lieu  quand 

a*>4a'P'sin^ô, 

c'est-à-dire  pour  le  premier  cas  examiné;  de  même  pour 

«^=::4a'P*sin'e. 

Si  a*<;4«'|S'sin'ô,  la  condition  précédente  peut  être 
encore  satisfaite.  Alors  la  courbe  aura  la  forme  ci-contre: 


^''\ 

.-.-./    ^ 


fi/ 
Enfin,  si  «*=  —  a'É*  sin'Ô,  la  courbe  se  réduit  à 

27 

point 


un 


1 

n 


n     '  I     a  a 
2  V   P»Mn»&* 

a  diminuant  à  partir  de  celte  valeur,  le  lieu  est  imagi- 
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iiairc.  Ainsi  la  valeur  minimum  de  a  est  telle  que 

8      ,   .   , 
fl*= — =  aBsmO. 

3v/3    ^ 

Donc  l'ellipse  de  surface  minimum  circonscrite  au  trian- 
gle OAB  a  pour  surface 

8napsin& 


Sur  les  questions  894  et  961     * 

(  p.  3ix  et  S38  )  ; 

Par  m.  le  BESGUE. 

La  question  894-  généralisée  est  celle-ci  :  Couper  un 
prisme  droit  de  base  donnée,  de  manière  que  la  section 
soit  un  triangle  de  côtés  ax,  ^x^  yx  semblable  au  triangle 
de  côtés  a,  |S,  y,  La  base  du  prisme  étant  un  triangle  de 
côtés  a,  b,  c,  on  suppose  que  a^  b,  c  sont  respective- 
ment les  projections  de  ax^  ^  jr,  yx.  L'équation  est 


(l)  y/aîjJ-_fl»-f.   ^p»  j;»  —  ^»  4-  ^y^x'  —  C»  =  O  , 

en  déterminant  convenablement  les  signes  des  radicaux. 

Cette  équation  en  x  est  biquadra tique,  on  connaît  la 
construction  de  ses  racines. 

La  question  894  suppose  ax  =  ^x  =  yx  =  jr^  y  étant 
une  ligne. 

Si  Ton  met  Téquation  (i)  sous  la  forme 


v/"''-S+v/p'-S+v/''-P' 


(*t  si  Ton  fait 


x:*    '  X'       jc»      -^  ' 
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le  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  /3,  y  se  projettera  sui- 
vant un  triangle  équilatéral  de  côté^. 
Les  équations 


sjx^  —  «»-+-  ^j*  —  6»  -h  ^y^  —  c»  =  o, 
^rt»  — j*+  s/b*  —  y'  -h  ^c^  —  r^  =  o 

(en  changeant  a,  6,  y  en  a,  &,  c),  se  réduisent  à  la  même 
équation 

3x*  —  2(«'  -f-  é'  -H  c')/»  -h  4fl»6»  —  (il'  -hb»—  c^y  =z  o, 

ou 

(3r'— «'  —  ^'  — <?*)'  =  R, 

^^  I        =:2(flJ— ^ï)»  +  2(a»— c>)»H-2(ô«— r»)«. 

Mais,  comme  c*  =  ii'  -H  i*  —  a  ai  cos  C,  on  a  ailssi 

{b)  <       =(rt»H-^»-f-c»H-2V^.aAsinC) 

Pour  le  premier  problème,  on  devra  prendre 

et  pour  le  second 

3^'  — a'—  b'—c^=:^^. 
En  partant  de  la  forme  (b)  de  R,  et  posant 
6p'==a'-h  ^'-hc^-hav/SûàsinC, 

on  aura 

puisque  Ton  a 

rt»-f- ^=H-c^=3(p'-f-p'')     et     ^R  =  6pp'. 
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D*ailleursy  en  vertu  des  égalités 

A 
c'  =  fl»-+-6* — aa^cosC,     cos6o"=:->     sin6o°  =  — » 

on  a  encore 

p'  =  ('^\\  f -?=Y'-  2.  4..  -^cos(C  H-6o«), 

Vv^y    Vv^3;      V3  V3  ^' 

et  comme  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
équilatéral  de  côté  a  est  — =»  on  voit  que  p  et  p'  ne  sont 

autres  que  les  droites  ûr(3,  a' ^'  de  Ténoncé  de  la  ques- 
tion 961. 

On  peut  demander  la  construction  géométrique  du  pro- 
blème plus  général,  posé  plus  haut. 

Note.  —  M.  H.  Brocard,  lieutenant  du  Génie,  et  M.  Jouannc,  profes- 
seur au  lycée  de  Caen,  ont  de  même  résolu,  par  le  calcul,  les  ques- 
tions 894  et  961. 


CORRESPONDANCE. 


1.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Luisant  (en  date  du 
ao  octobre). 

«  En  parcourant  le  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand 
))  (p.  2218),  j'y  vois  lout  au  long  la  démonstration  de  la 
))  formule  que  j'ai  proposé  de  démontrer,  dans  la  ques- 
tion 951.  Je  regrette  d'avoir  mis  mon  nom  au-dessous 
»  d'un  énoncé  qui  ne  m'appartient  pas;  mais  je  n'ai 
»  péché  que  par  ignorance,  et  vous  m'obligerez  beau- 
))  coup  en  portant  cette  rectification  à  la  connaissance 
))  de  vos  lecteurs.  Cela  ne  les  empochera  pas  de  cher- 
)»  cher,   s*ils  ne  la  connaissent  pas^  la  solution  dune 


» 
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»  question  vraiment  intéressante,  et  que  je  crois  peu 
»  répandue,  » 

La  première  démonstration  de  la  formule  dont  il  s'agit 
dans  la  question  951  appartient  à  Euler;  et  de  cette 
formule  il  a  déduit  celle  de  la  question  952  (p.  336). 
M.  Realis^  par  une  déduction  inverse,  établit  la  for- 
mule (951),  au  moyen  de  la  formule  (952).  Nous  fe- 
rons très-prochainement  connaître  les  démonstrations  de 
M.  Realis  et  de  M.  Mo ret- Blanc,  professeur  au  lycée  du 
Havre. 

2.  M.  Dostor  nous  communique  le  renseignement 
suivant  : 

a  Le  théorème  sur  le  cercle  (question  957,  p.  479) 
attribué  à  Euler,  appartient  a  Fermât.  Voici  ce  que 
Euler  dit  à  ce  sujet  dans  les  Variœ  demonstrationes 
geometricce ,  No^i  Commentaru  Acad,  Scient.  Imp. 
Petrop.^  t.  I,  p.  49- 

((  Reperitur  in  commercio  epistolico  Fekmatii  propo- 
»  sitio  gçometrica,  quam  geometris  demonstrandam  pro- 
»  posuit,  qus  etsi  ad  naturam  circuli  spectat,  nihilque 
))  difficultatis  primo  intuitu  involvere  videtur,  tamen  a 
»  pluribus  geometris  frustra  est  suscepta,  ueque  usque 
»  adbuc  ejus  demonstratio  est  tradita.  » 

3.  Nous  avons  reçu  de  M.  Fallès  une  réponse  aux 
observations  de  M.  Catalan  (numéro  d'octobre,  p.  4^^)? 
cette  réponse  paraîtra  dans  le  numéro  de  janvier. 

i.  M.  W.  A.  Whàworth,  M.  A.  Fellow  of  Saint- John's 
collège  Cambridge,  nous  informe  que,  dans  the  Oxford, 
Cambridge  and  Dublin  Messenger  of  Malhematics,  se 
trouve,  à  la  page  i38,  la  suite  de  son  article  sur  les  pro- 
priétés de  la  spirale  êquiangle^  dont  une  traduction  a 
été  insérée  dans  les  Nouvelles  Annales  (p.  5,  numéro 
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de  janvier  1869).  Nous  espérons  que  le  traducteur  du 
premier  article  voudra  bien  nous  donner  la  traduction 
du  second. 

o.  L'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  les 
équations  (A)  ar'-hj'=  (4^  +  3)z,  et  (B)  x*=j*-i-7 
(p.  4^3)  est  une  conséquence  toute  simple  de  cette  propo- 
sition  que  :  tout  div^isenr  de  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  premiers  entre  eux  est,  également,  la  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  Mais  M.  Le  Besgue 
déduit  l'impossibilité  de  Féquatiou  x^  =j^-hy  de  celle 
de  diviser  x'  -f-j^*,  où  x  ety  sont  premiers  entre  eux,  par 
un  nombre  premier  de  la  forme  (4^  +  3)  (p.  4^3), 
comme  il  l'a  fait  dans  le  n**  5o  de  ses  Exercices  d'jlna- 
lyse  numérique,  M.  Le  Besgue,  partageant  l'opinion  que 
nous  avons  émise  (p.  4^5)  sur  une  démonstration  de 
Legendre,  se  propose  de  modifier  le  n°  61  de  ses  Exer^ 
cices  d" Analyse  numérique,  où  il  a  donné  des  démons- 
trations qui  lui  semblent,  de  même,  incomplètes. 

6.  M.  Agasse,  Professeur  au  lycée  de  Lorient,  et 
M.  Aouit,  élève  au  collège  de  Blaye,  nous  ont  adressé 
des  solutions  très-exactes  de  la  question  proposée  au 
Concours  d'agrégation,  Mathém.  élément,  (année  1869) 
et  dont  voici  l'énoncé  : 

Par  trois  points  a,  i,  c  en  ligne  droite,  on  mène  un 
premier  système  de  trois  droites  Aj,  Bs,  Cs,  qui  se  coupent 
en  des  points  m,  «,  p\  puis,  un  second  système  de  trois 
droites  A4,  B5,  Cj,  se  coupant  en  des  points  m',  /i',  p'; 
démontrer  que  les  droites  mm\  nn\  pp  se  rencontrent 
en  un  même  point. 

Il  est  évident  que  cette  proposition  revient  à  la  suivante  : 

Lorsque  les  côtés  de  deux  triangles  mnp^  mlnlp*  se 
coupent,  deux  à  deux,  en  des  points  a,  ft,  c,  situés  en 
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ligne  droite,  leurs  sommets  sont,  deux  à  deux,  situés  sur 
des  droites  nim\  ntï^  pp\  concourantes  au  même  point. 
Or  ce  dernier  théorème,  attribué  à  Desargues,  est  de- 
puis longtemps  connu  et  démontré.  Les  triangles  mnpy 
m'n!p\  dont  les  côtés  satisfont  à  la  condition  énoncée, 
sont  dits  homologiques y  la  droite  abc  est  Taxe  de  Vho- 
mologie^  et  le  point  de  concours  des  droites  mm\  nn\ 
ppf  en  est  le  centre.  (G.) 


QUESTIONS. 


963.  i**  Écrire  les  n  premiers  nombres  entiers  i,  a, 
3,. . .  ,n,  sur  une  môme  ligne,  de  telle  sorte  que  la  dif- 
férence entre  deux  quelconques  de  ces  nombres  ne  soit 
pas  égale  a  celle  de  leurs  rangs  sur  cette  ligne  \ 

'i?  Combien  le  problème  admet-il  de  solutions? 

Sur  un  échiquier  composé  de  n^  cases,  placer  n  reines 
de  manière  qu'aucune  d'elles  ne  soit  en  prise  par  Tune 
des  (n  —  i)  autres  est  la  même  question  posée  en  d'autres 
termes.  (Lioknet.) 

964.  Par  un  point  M  d'une  ellipse,  on  peut  mener  trois 
normales  à  la  courbe,  indépendamment  de  celle  qui  a 
son  pied  en  M.  Sur  chacune  de  ces  normales,  on  porte,  ' 
à  partir  du  point  M,  une  longueur  égale  au  segment 
intercepté  entre  le  grand  axe  et  Tellipse,  les  trois  points 
ainsi  obtenus  sont  situés  sur  un  cercle  qui  touche  l'ellipse 
au  point  M.  (Laguerre.) 

965.  Etant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  situés  sur 
une  ellipse;  si  Ton  joint  un  point  quelconque  M  de  cette 
courbe  aux  deux  point  fixes,  les  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  cordes  MA  et  MB  interceptent  sur 
chacun  des  axes  un  segment  dont  la  longueur  est  cou- 
stante,  (juclle  que  soit  la  position  du  point  sur  la  courbe. 

(Laguerre.) 
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966.  Si  l'on  désigne  par  C^  le  nombre  des  combinai* 
sons  sans  répétition  de  m  objets  p  k  p^en  regardant  C;^ 
comme  égal  à  Funité,  on  a  Tidentité  suivante 

(Désiré  âudré). 

967.  Théorème,  a  étant  un  nombre  entier  positif 
quelconque,  si  l'on  désigne  par  S„  la  somme  des  résultats 
que  fournit  l'expression 

[/,(«  — i)][r,(û  —  i)  — !][/,(«- i)— 2].  ..[^(a—i)  —  (/ï  —  i)] 

lorsqu'on  y  remplace  <i,  U^  t^^  -  >  -y  t„  par  tous  les  nom- 
bres entiers  depuis  i  jusqu'à  p,  avec  cette  restriction  que 
Ton  ait  toujours 

et 

/*(«  — i)>^  — I, 

alors  on  a  l'identité  suivante 
Si  Sj  Ss 


V  +  '        (Z'  4- 1)  (/^  -+-  2)        (p-^i)(p^z)(p-^3) 

(/> -h !)(/?-+- 2)... (ûp)     \   «    y 

(Désiré  Anuré.) 

968.  Si  Ton  désigne  par  n  un  nombre  entier  positif,  et 
par  D„  la  différence  des  puissances  n'^'^"  des  racines  de 
l'équation  x*  -h  f?x  -h  ^  =  o,  on  aura,  à  partir  de  ra  =  2, 

D„=(-  ,)—  ^p^-^-^LZ^p^^^ 

_(/i-3)(/i~4) 


1.2 


P^'9' 


(n-i)in-S)(7,-6)    _,_, 


.1  XD.; 
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le  développement  s'arrête,  pour  une  valeur  particulière 
de  n  au  dernier  ternie  qui  ne  s'évanouit  pas. 

(G.-P..W.  Babbr.) 

969.  Déduire  de  la  formule  précédente  la  relation 

n  —  1        .       in  —  3)(/i  —  4) 

1  1.2 

1.2.3  ^    "     ' 

(G.-P.-W.  Baehk.) 

970.  Étant  donnée  une  ellipse,  on  lui  circonscrit  un 
triangle  dont  les  hauteurs  passent  par  les  points  de  con- 
tact des  côtés  correspondants.  Trouver  le  lieu  des  som- 
mets de  ce  triangle.  (F.  V.) 

971 .  Trouver  la  loi  de  formation  des  nombres  dont  les 
carrés  sont  terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

(H*  Brocaro.) 

972.  Reconnaître  les  différentes  surfaces  représentées 
par  Téquation 

a- ^b |-i  =  o,  • 

'  r 

quand  a  et  6  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  diverses  surfaces. 

Indiquer  les  particularités  relatives  aux  axes  des  coor- 
données aux  sections  planes. 

Peut-il  y  avoir  des  sections  circulaires? 

Les  surfaces  en  question  peuvent-elles  être  de  révo- 
lution? 

Montrer  que  leur  enveloppe  est  une  surface  du  second 
ordre,  lorsque  le  produit  ab  reste  constant. 

(H.  BaocÂEn.) 

973.  Une  parabole  se  déplace  en  restant  toujours  tan- 
gente à  une  droite  fixe  en  un  point  déterminé.  On  de- 
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mande  ;  i^  le  lieu  du  foyer  5  2**  le  lieu  du  point  de  la 
courbe  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite  fixe-, 
3**  l'enveloppe  de  Taxe  de  la  parabole. 

(H.  Brocard.) 

974.  On  donne  une  courbe  gauche  résultant  de  Tin- 
tersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  mêmes 
plans  de  symétrie;  par  deux  points  pris  sur  cette  courbe* 
on  mène  les  plans  normaux.  Les  milieux  des  trois  seg- 
ments, interceptés  sur  chacun  des  axes  de  symétrie  entre 
les  deux  plans  normaux  et  le  point  milieu  de  la  corde 
qui  joint  les  deux  points  de  la  courbe,  sont  dans  un  même 
plan,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  corde. 

(Lâguerrb.) 

975.  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  et  un 
plan  quelconque,  trouver  sur  cette  surface  un  réseau 
de  courbes  conjuguées  (c'est-à-dire  telles,  que  les  tan- 
gentes à  ces  courbes  en  un  point  soient  conjuguées  relati- 
vement a  l'indicatrice)  se  projetant  sur  le  plan  suivant 
un  réseau  orthogonal.  (Ribeâucour.) 

976.  Étant  donnés  sur  un  plan  deux  cercles  et  un  point, 
mener  par  le  point  une  sécante  telle,  que  ses  parties  inté- 
rieures aux  deux  cercles  soient  entre  elles  dans  un  rap- 
port donné.  (Construction  géométrique  de  la  sécante.) 

977.  On  donne  une  parabole  et  uù  point  intérieur  à 
cette  courbe  ;  faire  passer  par  le  point  donné  une  circon- 
férence doublement  tangente  à  la  parabole.  (Détermina- 
tion graphique  du  centre  et  du  rayon  de  la  circonférence.) 
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